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SUR LA FORM£ 
PàM H. J. UOWILLB. 



i. Étant donné un entier n qu^conque^ oo demande le nombre 

des représentations de n par la forme 
c*eftl-4-dire le nombre 

»(«) 

tics solutious de l'équation 

n = «• -h/* H- 1* -H Si*, 

où X, j', X, < sont des entiers indifTéremment positifs, nuls ou n^a- 
tifs. Nous écrivons, comme on voit, pour abréger, 

, , »(«) 

au lien de 

N (« ss H- «• -I- 5«*). 
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La forme 

jpj _|- ^_ Si* 

étant la seule dont nous voulions parler ici, celte stinplificaliou u'a« 
mènera auciuie équivoque. 

Comme les nombres premiers s et 5t qnand ils divisent n, jouent 
on rôle tout spécial dans la formule qui détermine N (a), nous pose* 
rons 

m étant un entier impstr non divisïMe par 5, et les exposants a, /S 
pouvant se réduire k zéro. 

Eisenstein s'est occupe m 1847 Journal de Crellc^ t. XXXV, 
p. i34) (in cas j)nrhciilier de a = o, |5 = o, n = m, c'est-à-diie du 
cas particulier où l'on ne considère qu'un entier impair, non divisible 
par S. La r^le qu'il donne sans démonstration pour trouver N (m) 
ccmsiste à chercher l'excès de la somme des diviseurs de m qui sont 
résidus quadratiques de 5 sur celle des diviseurs de m qui sont au 
contraire non résidus. On en conclut la valeur de N (m), en nudti- 
pliaut cet excès (qui est tantôt positif, tantôt négatif) par 6 ou par 
— 4t suivant que m est ou n'est pas résidu quadratique de 5. 

Désignons par d nn quelconque des diviseurs de m (1 et m compris). 
On a, conformément à nne notation de Legendre aujourd'hui adoptée 
partout, 

quand d est résidu quadratique de 5, tandis que 

li')=-' 

quand desx. non résidu. D'ailleurs les entiers impairs, premiers à 5 et 
résidus quadratiques de 5, sont tous de la forme 

toAâ: 1, 

tandis que les entiers impairs, premiers à 5 et non résidus quadra- 
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tiques de 5, sont fourni» par la formule 

lok ± 3. 

La régie d'Eisenstein revient donc aux équations ci->apre& : 
quand m = loA ±. i ; mais 

quand m — loA A 3. Le signe toioniatotra porte naturellenaeni sur les 

diviseurs d. 
Ou peut substituer à la fonction 

2(1)" 

une autre fonctioo aumérique de même valeur absolue, mais qui a 
Favantage d'exprimer toujours un nombre positif. SoU c? le quotient 
de m par en sorte que m = £f<^. La fonction numérique dont je 
veux parler sera 

2(1)'' 

On a, en effet, 

quand m s loA ± i , et 

quand ms ioA^ 3. 
Ainai 

H(m) = 62(|)rf. 

pour m = xok :î: i ; et 
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pour m = loA: ±. 3. Ou bien encore on a gcuéraleineiit 

(.) N('») = [5 + (5)]2G)''- 

L'«qu>tion (i) résume tout ce nue l'on doit k Eisenstehi, relatiTemeni 

au sujet qui noin f>f (-njie. 
La somme représentée par 

2(1)- 

s'exprime atissi pnr un prodiTÎt. Soient les facteurs premiers 

dont m 4;st coiiipusé, en i>orle que 1 on ait 

le produit dont je parle pourra s'écrire 

n (?)«'"' + (ï) <^-' + •••]■ 

Je ne pense pas que la notation dont je me sers ici, et que j'ai déjà 
employée ailleurs, ait betoin d*étre expliquée» ni qu'il «oit nécessaire 
d'ajouter que pour m I la valeur du produit dont il s'agit est sup- 
posée aussi égaie à t . 
On voit par cette expression en produit que la somme 

est essentiellement > o, quel que soit l'entier m. 

11 est bon enfin de faire observer que l'on pourrait remplacer la 
somme 

par celle-ci 

où Ton donne au signe de Legendre la signi6«ation nouvdie et plus 
étendue que Un attribue Jacobi. Par là on mettrait mieiii en évidence 
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certaines aatiiogies que uous développerons une autre fois; mais pour 
le moment nous oonserTerons la formule (i) telle que nous l'avons 
écrite. 

En y prenant successivement 

msff ma 3, jiis^f etc., 

cette formule donne 

ir(i)=i6, N(5) = 8, N(7)^a4. N(9) = 4a» etc., 

résultats dont IV>xactitii()(' est aisée à vérifier. Mais je ne veux |ms 
insister sur ces calculs niiiuériques. 

5i. En m'occupant k mon tour de la forme 

j'ai naturellement cherclit^ d'abord à constater au moyen de mes for- 
mules générales l'exactitude de i'équation (i) ; puis, cela fait, j'ai 
<»nsidéré tes entiers qu'Etsenstein a laissés de c6té et qui offraient des 
difficnltés spéciales à cause du fiictenr pi«mier a, on du facteur pre- 
mier 5, ou (le ces deux &cteurs premiers n'iiDis. 

J'ai réussi par doux méthodes différentes à me débnrr.issf r des {lifUi- 
cultés provenant du facteur 5. £n effet, tout entier n divisible par 5 
peut être mis sous la forme 

q étant premier à 5. Or je trouve que Ton a 

N(5^) = ^(5^*'-l-.)N(î) 

quand 

f 5±: I (rood. 5)$ 

et 

M{i»^,)*J(5^*'-,)]!T(g) 

quand 

9 3 (mod. 5). 
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On p«it coiupraDflre ce* <leus équations en une «ettle» en écriv«nt 
que 

• 

L'éqtiation (ft) subsisterait, mais deviendrait purement identique» si 
Ton y faisait J3 s o. 

î^rsq^ie q se réduit à un entier impair rn, la valeur de N(ç) ou de 
?i (m) est fournie par l'équation (i). La combinaison d«s équations (1) 
et (a) conduit donc à cette formule remarquable 

(î) M<5'-.) = [5^--h(Ï)]2(|)''. 

laquelle reste exacte même pour ^ = o, puisqu'alors elle coïncide 
avec l'équation (i). 
En y prenant m ss 1 , |3 a 1, on en conclut 

^ (5) = aOj 

or cela cal Yéri6é par les équations 

5 = o»-»-o« + o« + 5(a:0» 

et 

5 = (i: a)' 4- (± ij-* o^ + 5.o*, 

qui dorment pour l'entier 5 vingt-six représentations en opérant dans 
la socoiulc (l entre elles les permutations convenables. 
Pour M = 3, p = 1, il viendrait 

Or il y a en elfei quarante-liuit représentations de l'entier i5 par la 
foraoe 

elles résultent naturellement de l'identité 

i5 = {±. H- (±1)' -i-o'-hS (±1)'. 
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Mais quand q est pair, en «orte que 

* m étant impair (et premier à 5, coiiiniR </), la valeur de N '*/ ;, ou 
plutôt de N (a"™) reste à trouver. Voici comment nous l'obtiendrons. 

3. Soit d'abord « = i, eo aorte qu'il s'agisse d*un ealier iiopairc- 

ment pair. 
Je trouve que 

K(am) = ia2(5)<' 

quand 

m s iok±. 1, 

tandis que 

W(am) = i82;(5)rf 

quand 

m = lok ±. 3. 

Ces deux équations sont, du reste, comprises dans réquaiton unique 
(« N(.»)=3[5-(g)]2;(|)rf. 

Pour aller plus loin dans la série des puissances de i, un disliiiguera 
le cas de fie iiupair = 27 + ■} du cas de « pair (« s 27 4- a). On a^ 
je m'en snis assuré, 

(5) N(a'''-^'/n)=^^n^N(am) 
et 

(6) W ==2!!^^ N {m). 

On peut faire 7 = 0 dans ces deux équations. Alors rétpl^tion {5) 
devient identique, et l'équation (G) donne 

l|(4iif)«IÎ(m). 

résultat qu'on pouvait lÎMsilement prévmr d f^hri. 
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En portant dans l't'qnntion v.ilfnr de N('jm) fournie par 

l'équation {4 \ et dans réqiiation (> ) l;i valeur de N (»«) fournie par 
réquatioQ (i), on obtient respectivement 

N(."+"«) = J [5 - (9)] (a"*' H- 5) 2 (j) d 

et 

N (.-'-m) = i [5 + (i)] - 5) 2 (î) rf. 

formules que je réunis en une seule en écrivant, sous la condition de 
a>o, 

(7) N(.-m)-i[5 + (^,r(?)j[a--'-C-ir.5]2(^).i. 

Maintenant combinez la forniuie (7) avec la formule (a) où vous 
ferez qssi'nif observez d'ailleurs que 

(^)=(-r(i). 

êt vom obtioidrest pour tous le» nombres pairs, la formule que voici : 

(8) M (a«5'«.) « J [5^*' + (- (f )] ^ 5] J (1) d. 

On peut, dans la formule (8), faire |3 = o, mais non pas a = o. Le 
cas de a = o est résolu par la formule (3) dans laquelle la valeur 
^ = o est admissible comme toute autre valeur. Les forinuUts ( i) et 
(8) résolvent complètement la question que nous nous étions proposée. 

4. Nous venons de détermiuer le nombre total 

N{it) 

des solutions propres ou impropres de l'équation 

ate jt» + j» + »• -h 5/'. 
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Ajoutons quelques mots relativement au nombre 

M{n) 

des so]utioui> propres, pour lesquelles les inUé terminées JC, jt s, t ne 
doivent «voir ancun facteur commun > i . 
Poeom comme ei^etnu 

it s a'S^iff, 

m étant impair et premier à 5 ; mais au lieu de la fonction numérique 
de m exprimée par la somme 

2(1)" 

ou par le produit 

n[«'-<-(i)'<'-+«'-+ (!)«'-'+...] 

relatif aux fiicteurs premiers de m, introduiaons celles : 

n[«'+(i)-'-]- 

En fiiisani 

N(a«5^m) = G(«, jS, «) n[«^ + (f ) «^"']» 

on trouvera sans peine, suîvant les cas divers tpii peuvent se présen- 
ter, la valeur de 

C (a, /3, m). 

« 

Soit d'abord aso, puis distinguons les cas de |3so, |3 = i, 

j3 > t. On a 

G (o, o, m) a 5 -h (f )> G(o, I, m) s «5 4- (j] -, 
et, pour P > I, 

G(o, p, fw) = a4.5^"'. 
Soit ensuite a:=i, puis successivement fS^o, p^l, /S > i . 

Ton» IX («• iMé}— Aumn itt(. » 
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Od a 

G(i, o. m) =: 3 [5 - )]. G (I. I, I») = 3 [iS ~ ( j)]; 
eofitty pour p > I, 

0(Ni3,m)»:7a.S'-. 
Quand «c s a, il n'y a pas de solutionB propres. Ainsi 

H(4.5^m)=:o, 
quel que soil responnt p« En effet, l'équation 

4.5^1» s + + -H S*« 

ne peut avoir lieu qîi'cn prpnnnt pourXiJ", 2, ^ fî«'s rentiers paifS} par 
con&éqiieut tles eiitit-rs afiectés du facteur commun 2. 

En dernier iieii, suit a > a, et successivement p = o, ^ = 1 , jâ > 1 . 
On aura 

G(«,o,m)=a"-'[5H-(-.r(^)] 

et 

G(«.i,m)=3— [a5 + (-!)- (9)] i 
mais, pour /S > 1 , 

La question proposée est donc résolue. Le cas de a o, p = o a 
été traité par Eiseostein k Tendroit déjà cité du Journal de Cretlc. 
Kotre solution s*aceorde alors avec la nenoe. Las autres cas sont 
discutés ici pour la première fois. 

a. Exigeons a présent que dans les représentations d'un entier 
donné /<, par la foime 

on n'admette plus pour a*» jt h * que des valeurs impaires et posi- 
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tives. Quel ser», dans ces conditions nouvelles, le nombre total 

»(«) 

des représentations propres ou nnproprcs? ii est évident <{u'on aura 
si ft ii*est pas multiple de 8. Mais quelle sera la valeur de 

m étant un euUc-r impair, premier à 5, et les exposants £, /3 ayant des 
valeurs quelconques, la valeur o cooaprise? 

Je r^nds à cette qucttion par Téquatiini «nivante, bien facile à 
établir, 

M^'^5^m) = ^[N (»*-^'5^m) - N (a*-^'5''m)], 

de laquelle on déduit, d'«|wèi ce qui a été dit d^eeius, 

«i(8.a-5^m) = «-'[S^*' - {- (3)] 2 (5) 

■^i, tout en continuant à exiger pour x, jr, z, t dea valeurs inopaires 
et positives, on ne demandait que le nombre 

dlt(8.a'5^iii) 

(les représentations propres^ il faudrait distinguer les trois cas de 
jSsso, p = i, p>i. Là fonction 

reparaîtrait. Ou a, en effet, 

a.. 
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puis 

«L(8V5») = a— [.5 - n [{^-^ (î) «""^ 

enfin, pour |9 > i , 

an (8.a' 5^m) = 3.^.'*' 5^" ' Il [«" + (s) '''"']• 
le crois pouvoir me dupemer fl*«joiiter des exemples. 
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i3 



SUB lA FORME 



1. Étant dodoé un entier n, oo deinan<le le nombre 

des reprétentations de a par la forme 

ou, ce qui revient au même» des solution» de l'équation 
n =s jc" + -f- art + 3jf", 

dans laquelle Xf jr% 2t ^ *onl des entiers quelconques, positifs, nuls 
ou négatifs. 

Il noua Mra bien fàdie de répondre à cette question à Ton regarde 
comme connu, d*aprés l'article qui précèdei le nombre 

N(2n) 

des solalione & l'équation 

an s= X* j'* + »* ô<', 

Je me ania aisiiré en efiet, et il est d*aillears bien fiudle de voir que 
le nombre demandé 

N (w s= Ji* -t-/' + aî' + a H- 3/') 

est égal à 
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quand n est impair, mais ^1 à 

N(3ll) 

quand n est pair. 
Si donc on pose, comme dans Tarticle précédent, 

Il s a*5^m, 

m étant impair et premier à 5, et si l'on forme la somme 

relative aux diviseurs conjugués d, â de l'entier m — dè^ On verra, en 
di&tinguaul le cas de » pair du cas de a impair, que 

H (5^m s ^ H- + «s* + «s« -h 3<*) 

esiégai à 

[*'*■-(!)] 2 (s)* 

tandis que, sll si*agit d*ttD entier pairi c'est-à-dire du cas de a > o, 
s'exprime par 

On admet pour ^ la valeur céro comme toute antre valeur. Ainsi 

«(#11 = az» -H as/-t-3f*) 

est égal à 

[*-(î)]2(l)''. 
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et, sous la condidou de a > o, 

«st égal à 



i[5-(-i)-(|)]U-"+(-.r.5]2(|)d. 

2. Oo peut dé^rer aussi d*avoir séparéroeot le nombre 

M (« = X» -H/' -I- a2» + %u-i- 
de» loltttioiis propres de Téqualion 

« = or' -h -H a*' -f- azi -f- 3£'. 
Pour former ce nombre, représentons-le par 

H c«»^.«)n['^ 

i' entier donné n l'étant lui-même par 

ou m est impair et premier à 5. Le produit 

n[»'-(5)"'"]- 

déjà employé dans l'article précédent, est relatif aux Êi^eurs premiers 

de m, /X désignant l'exposant de chacun de ces facteurs a dans l'ex- 
pression de m. Voici quelle sera, suivant les divers cas, la valeur du 
coefficient 

il (a, ,3, m). 

Oocupons-noiM d'abord des nombres impairs, pour lesquels « ^ o. 
On a 



H(o,o,i«)= 5-(f) 
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H(o, i,ffi)=a5 - ^^y, 

mais, pour |3 > i , 

Pasroiu aux entiers impairement pain» c'est-à-dire au cas de « 
On a 

H(i,o,m)« 5+{j') 

«t 

H(i, i,»0 = a5-»- 

mais, pour jS > i, 

H(i, jS, m) = a4.5'-'. 

Quand a = a, on a &(iccessivement 

H (a, a, H.) =6 [5 

puis 

et, pour j3 > I, 

• H(a,i3,m)=:i44.5^-. 
Soil eofin « > a. le rronve alors 

H(«,o,m) = a"[5-.(-0"(i)|» 
H («,„ m) = --i*[»5 -(-.)'(!)], 



mais, pour ^ > 1, 
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SUR Lâ FOBME 
Par K. J. UOVmiS. 



1 . I>a détermination du nombre des rCfwéwDtationft d'uo entier 

donné, par la forme 

dont notis voulons nous orcnppr ici, n'offre pas de trc's-grandes diffi- 
cultés quand on regarde comme connu pour tout entier n le nombre 

H(«) - 

des représentations de n par la forme 

-»-^ + 5f" 

que nous avons étudiée dans les premières pages de ce cahier. 
Et d'abord, «Il s*Bgit d'un multiple de 5, on a évidemment 

N (5/ï = X» + + 5*» -H 5/«) = N (»). 
En effet l'équalion 

5n s H- 57* -f- 52^ -1- 51* 

exige que x soit multiple (^e 5; il faut donc taire 

et alor» TéquaiioD proposée «e chasge en celle-ci 
dont le nombre de soliiUons est précisénient N(fi). 

Tom tX («• iMt). — J*xn«k 1B64. 3 
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S'il s'agit d'an «ntiw non multiple de 5, cet entier sera de Tune 
des deux forines 

5g ±1, 5g=h3. 

Quand il est de la forme 
on a 

N (5g ± ï =î «• -4- 5j* -H 5»* -f- 5**) » o; 
car réqnation 

5gai3=jc*+ 5(7» -¥z' + l') 

est impossible, puisque le second membre est résidu quadratique 
de 5 et le premier non réûdu. 
Pour les entiers de la forme 

la question est plus délicale. J*ai réussi néanmoins à la résoudre, en 
démontrant que 

N(5g i I = x' r,j' H- 5s» + 5/') = j N (5g ± i). 

On voit que la fonction N (it) suffit toujours. 

2. ISutrons pourtant dans le détail de quelques cas particuliers, en 
laissant de côté les entiers multiples de 5 ou nuu résidus quadratiques 
d«5. 

Considérons d'abord un entier impair de la forme 

loA;:!: i, 

et, après avoir décomposé loA: i de toutes tes manières possibles eu 
deux facteurs d, introduisons ia* somme 

2 (s) 
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L'expression explicite de 

sera 

Pour l'entier i , par eseiu[^e, c'est-à-dire pour l'équation 
on n*attra que deux solutions : elles répondent à 

«ssdtl, J=0, XsO, IsO. 

Ma» pour rentier 9, le nombre des solutions deviendra épA i qua- 
tone; leaidenlitéa 

9 = {:t3)»-j-5(o» i-o'-j-o*), 

9 = (i:a)'-t-5[(3= i)»4-o«-»-o«], 
9=(±2)"-^5[o»+(i:i)»-HO»], 
9 = ( ± 3)' -f- 5 [o^ -h o' ( :±: 1 )» J 

confirment ce fait. 
Qu'il s'agisse à présent d'un entier pair de la forme 

. a">'(ioir±i). 

c'est-à-dire d'un entier pair égal au produit de loA' ±,i par une puis- 
sance de 4« La valeur de 

sera 

la somme 

2(1)" 

3.. 
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se rapportant aux diviseurs conjugués â de l'eatier iok±.i — d&. 
Poar l'entier 4« p«r exemple, c'est4t-dire pour l'éqmtioii 

4 = x> + 5Cr' + 5'-»-0, 

il n*j aura que deux solutioDS : ^es répondent à 

X=:±2, Jf — Of 2=0, t s O. 

Hais pour l'entier 4*9 ou 36, il y en aura quatone, ce qu'on vérifie 
aisément. Pour l'entier 16, il y en aura dix-huit. C'est ce que confir- 
ment les identités 

j 6 as (± 4)« -H 5 (o^ -H o» -f- o») 

et 

16= 1)' + 5[(i:i)» -f-( + i)'J, 

la première foumîssaot deux solutions et la seconde en donnant seise. 
Soit enfin un entier pair de la forme 

Après avoir posé de tontes les manières possibles 

loA 2: i = <li 

et calculé la somme 

relative ànx groupes </, è ainsi définis» nous verrons que la valeur de 

N [a'y^^'tioA- dt 3) = ^ + 5/* + 5»» -1- 5<»] 
s'exprime par 

Ainsi pour l'entier 6 = a.3f c'est-à-dire pour l'équation 
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il doit y avoir douz« soiiitions. C'est ce que coalit-ijient les identités 

6 = (± 1)» + 5[(±i i)» + i« + o»l, 
6 = (A !)• + 5[o« + (± I)» + o«]; 
6 ^ (± i)« + 5 [©• + o* + (ds i)^]. 

3. Je ne m'arrêterai pas à la recherche du nombre des représenta" 
tioDs propres d'un entier donné, par la forme 

non que cette recherdie soit dtflicile, mais elle nous entiainerait dans 
des détails fastidieux, parce qu'il faudrait distinguer beaucoup de cas 
dlirérentfi. Mais je dirai deux mots d'une antre question, qui n'est pas 

sans iiitrrèt. 

Exigeons donc à présent que les entiers t soient impairs ei 

poûtifef puis cherchons quel sera, sous cette omidition, le nombre des 
représenlatious d'un entier donné n. Laissons d& cAté les deux cas 
faciles de n multiple de 5 et de n non résidu quadratique de S. Suppo- 
sons aussi n mulriplc de 8, car sans cela il n'y a aucune reprpspiitation 
(le n sous In forme voulue. Nous n'aurons dès lors à faire que les deux 
iiypotliesei» itiiivantes 

n = 8.a'5'-^'(ioA-:ti), 

ou bien 

n = 8.a''(fo>:t3); 

on admet pour y la valeur xéro. Pour arriver au but, il faudra encore 
se servir de la somme 



relative dans le premier cas aux diviseurs cotijtigués d, à de l'etitier 
lok I = d&, taudis que dans le second tl et â appartiennent à l'en- 
tier loA :t: 3. 
Pour 

» = 8.a*''*'(io*±i), 
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le nombre demandé sera exprimé par 

■ «■'2(5)''' 

et pour 

nss8.a''(ioid:3), 

il est é^l à 

Aiu&i, par exemple, leqiiatiou 

16 = 5 -•-/'), 

quand on y prend x,jr, »^ i impairs et positiis, n'a qu'une solutioo : 
elle «st fournie par lidentité 

Pour l'entier a4, c'eat^ndire pour l'équation 

où jc, j^, s, t sont de même impairs et po«iti&» on ne trouve de même 
qu'une solnlion. G'eat l'idenlité 

a4=3«-i-5(i« + i»4-i»J 

qui la donne celte (oi&. 
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SUR FORME 

•ijc^ ■+■ 2 j >- -h 3^' -h 5z' H- 5/*; 

Pak m. ê. UOU VILLE. 



1 . Ëlant (ioiiiié un entier m, on demande une méthode facile pour 
le calcul du nombre 

N (n = ax* -h 2JCJ- 3j^' 53=* 5/*) 

des repréwntalioiiB de n par la forme 

ao:' -H aaj •+■ 3j * ■+• 5 s' -h 5 
c>il*k-dire du nombre de« M»lulions de réquation indéterminée 

n = -t- ajy -h 'ij-* jz' -h 

où .r, y, 3, t sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou négatifs. 

I^i réponse 'i cette question sera très-simple si l'on veut adim ltre 
comme bien compris ce qiu a été dit, dann l'article précédent, con- 
ceniant la forme 

2. En eitet, quand n est impair, la valeur demandée de 

N (« SB a *■ -f- aJP^ H- 3/* -H 5»« + 5l*) 

est ^ale à 

5 IC( a» =s «■ -H 5j^» -I- 5»' -H 5 

tandis que pour n pair elle est égale à 

5(af>8s«T' Sj'» -h 5«* + 5*"). 
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En d'autres ternies les deux quantités 

fa + (— {n ss aar» + 2xjr + Zj^ + 5«* -h 5<») 

«t 

N(a« =x* 4- 5;^ 5 s' -»- 5<») 

sont toujours égale* entre elics. 
La valeur de 

N (a/i = jp" -H Sj'» 5a* + 5f») 

ayant ^té donnée CHleasus pour Ions les cas qui peuvent se présetiter, 
ces quelques nuits suffisent pour résmidre la question nouvelle à 
laquelle ce dernier article est consacré. 
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SOLUTION 

Dù dwtrs problèmes de Aiécanique, dans lesquels les conditions 
imposées aux extrémités des corps, au lieu d'âre invariables, 
stmt des frictions données du tem/fs, et oÀ ton tknt compte 
de l'inertie de toutes les parties du système; 

Vam Al. PHILUPS. 



J'ai traité ces probietiies par deux prucédés. L un d'eux est appliqué 
dans le premier ckapilre et l'autre dans le second. 

CHAPITRE PREMIER. 

DHerminer le mouvemeiU mtMeulairB de toutes les parties d'une 
tiges àasu me extrémité reçiût m mouvement donné. Vautre étant 
Hbre, et où etu^ue ptnnt se meut pmaSUement à Vaxe de cette tige. 

Soit « b dtsianee d*une tranche quelconque de cette tige à un 
point fiie pri* «ur Taxe, dans Tétat de repos de celle<i, quand elle 
nVht soumise à aucune force, et soit u ce qu'est devenu x dans le 
mouvement, au bout du temps t. L'aliongemeut proportionnel est 
4u 

Soient £ le coefticient d'élasticité et a le poids de l'unité de volume 
de la substance. L'équation aux différences partielles est 

tl\ d'u _ f.s; d'-u 

^ ' 4^ ~ m dx' 

OtI 
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en faisant 

(3) 

L'iotégrale générale de l'équation (a) est 

(4) At)-». F (jc-Jtt), 

j et F désignant deux lonctious arbitraires. 

Il s'agit de détemiiiier dirécMnent 1«$ d««tx fonction» qui entrent 
dans It valeur de ». Je les désigne d*uue manière générale par /(j^) 
»'t F(Ç), et elles ont besoin d'être connues : de Ç = o à 

ç = oc , et 2° F ^r^ (lo ç ^ / à r = — « . 

On a d'abord ce& deux tonctions deÇ=oàÇ = -t-/, d'a^irès l'état 
ioitialy et on les obtient ensuite pour toutes les autres valeurs de la 
variable, d*après les conditions nssigaées pour les extrémités. 

L'éiat initkl est donné de telle façon que, pour < as o, on ait 

(5) tt = ç(*) 
et 

(6) 

Il faut donc qu'on ait, à cause de l'équation (4)> 
(7) /(^) + F (X) = ç_(a:) 

A/' (x)-*r (*)=,!.(«) 

oU| en int^rant cette dernière relation, 

(») /(a-)-F(x) = l;YCx). 

en désignant par ¥ [x) riotégraleJ*i|»(«) àx. 

Il est inutile de tenir compte de la constante de cette intégrale, car 
elle dispar^rait dans la valeur (4) de u. 
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On a donc 

(9) . V(a:)^fn«)dx. 
On déduit des équations (7) et (8) 

(10) /(*)=îçCx) + 5^'F(x) 

(.1) F(x)=i9(x)-^ytjr), 

Wf en désigoant d'une manière |;énér^ej>9r Ç la variable,. gn a 

(•a) /(Ç)-;9(Ç)-*-iv(Ç). 

(•3) F(Ç)=5?(Ç)-i'l^U)- 

Gomme 9 (Ç) et ([* (Ç) et par suite 9 (Ç) et Y (Ç) lont données pour 
toutes les valeurs positives de la variable comprises entra o et il en 

résulte que et F(Ç) sont connues pour toutes les valeurs posi- 

tives de la variablp comprises entre o et /. 11 reste à trouver ce qu'est 
/(S) de Ç = / a I5 = -(- 00 , et ce qvi'est F (Ç) de Ç = o à Ç = — 00 . 

La suite des opérations dépend des conditions imposées aux extré- 
mités. 

Supposons donc <|ae le mouvement imprimé à l'origine de la tige, 
répondant à x s o, soit représenté par l'équation 

(i4) 

^o{t) étant une fonction dotini'e du teiop^. ^!fl^tre extrémité de |a 
tige étant entiéi ement libre, on a 

du 

(i5) 2 P<^ur x = L 



Pouri|ueréqiiatioD (4) «atii&»eà.pes4ip|i4itip«i4i ll.^nt^o'on jUt, 

'4.. 
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quel que soit <, 



et 



ou, en faisant 

/(îr)+F(-Ç) = |o(i) 

Pt 

J '{ )etF'( ) désignent les deii% ces des fonctions correspondantes. 
On peut en intégrant remplacer cette dernière équation par 

Pour détemiDer 1a constante il suffit de faire Ç = o, et Toii a 

ou, h cause de l'équation (8), 

On doit donc avoir déâuitivement, quei que soit 

07) /(Ç)-»-r{-ç) = |.(|) 

et 

roiil résulte in»ii)ten»nt de ces deux dernières équationn. 

tn eiiet, comme V 'X) est connue de Ç = oàÇs=/, il en est de 
même de F(/— s)- ^>onc l'équation fera oonnaltrc ^ (/ -t- Ç) de 
Q à oUf ce qui revient an inéme,/(Ç) de Çss i à a/. 
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Keuijtlaçons mainteuatit dans l'équaiiou (i8) Ç par /+Çet nous 
iiurons 

/(a/-»-Ç) = F(-Ç) + i^.Ç + i«F(/) 
ou, k cause de l'équation (17), 

(19) /(ai + Ç)=-/(Ç)+/ + ÇH-|o (I) Vf/). 

Celle formule pennt^t, quand on connnif y (Ç), d'oblenir y (a/-HÇ) 
et par suite on déterminera successivement /(Ç) pour toutes les va- 
leurs de Ç de o à -♦- 00 . 

Reste & ooonaiire F(Ç)deÇsoâÇsa~flef ou, ce qui revieDt au 
même, F(— Ç)deÇesoàÇas-i-aD. 

Or on a de suite, par l'équation (17), 

ce qui résout la question. 

Cas dTun momanent un^um^terU varié pour V origine de la tige. 

Je vais donner un exemple de ces calculs. Je suppose que te corps 
parte de sa position natorelle, chacune de ses parties étant alors en 
équilibre et sans vitesse initiale, radmett de plus que l'on compte les 
Il k partir de Torigine de la tige «opposée en repos. On a alors 

f (x) = X, <J> (or) = o et V [x) =s o 

on 

(ai) [f(Ç) = $» = o]' 

Admettons que le mouvement donné qui est imposé à Porigiue de ta 
tîg» amt uniformément varié, de sorte que 

on 

i«) «• (î) =S- 
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Convenons de désigner par /{^) ("^ et F(Ç) ce que sont ces 

fonctions pour touten les valeui-s de la variable, de O à ^ inclusive» 
ment. On aura, par ie$ équations (la) et 

(^) /(Ç)(/)-îÇ 

et 

W) . fu)(';)=:ï. 

Bempla^Dt dans Téqnalion (18), ¥{i—Ç) par n valeur ccniDue 
I (/ — Ç), on en tive» en «oocerrent feare de nolalkai ci-dcanM et 
obtervant que Y (/) = o, 

£n faisaut dam cette fiormule 

l^Ç^Ç ou Ç»?'-/, 

on a donc 

ODy d'une manière générale, 

/«)(.',) =ïî- 

Comme cette fisnntile coiocide avec l'équation (a3)i on peut écrire 
en général 

(»5) /(?)(") = ^'. 

Pour trouver les valeurs suivant??; de f (Ç), remplaçons dans l'é- 
qmtinn f 1 9) Ç -4- oti pnr OU ( par Ç — ai, et oous aurons, dans te 
cas actuel, pour tout entier i, 

... (/(f) (:;;+;,)—/«-') Cï-Vî-' 
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Cela veut dire qu'après avoir délermioé / (Ç) pour toutes les valeurs 
«le la variable depuis (ai — a)/ jusqu'à a//, on y remplacera Ç par 
Ç—^lfCt snbililaant dans le second membre de l'équation (a6)t on ' 
aura /[Ç) depuis Ç = ai/ juiqu'i Ç = (at + a)^ 

Ou a ainsi 

(.7) /«'(»0 = îï-^n-.«-^')'-iï.«-'''')' 

loi est visible et elle se oonlimie indéfiniment. 

On remarque que pour la valeur de Ç, qtii sert à passer d'une fooc- 
lion à la suivaute, ces deux fouclions et leurs premières dérivées onit 
Mtoai que cela devait être» la même valoir. I^i ménoe diose se vérifie 
jwur F (Ç). 

U reste à déterminer F (Ç) de Ç » o à Ç as «o oo» ce qui revieni 

au même, F (— de Ç — o à Ç = -H ao . 

Or on déduit iiniué<iiatciuent des valeurs de l'équation (ij) et de» 
valeurs ci-de^àiis de J 



(»«) 



3s 
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'■ (si) = - ;« + S- -A (S - + iV.(s - 4/)" 

et ainsi de suite. 

Il est mMnteoant facile de former pour un point quelconque la va> 

leur de 

Supposons d'abord kt < ce qui n'aura lieu que pendant un temps 
extrêmement petit, car k cet trèc-grand. Alors comme x^l., \\ résulte 
que + il est compris entre o el a/ et que Jt — It est compris entre 
o et l. Il &ut donc prendre pour les fonctions y et F les expressions 

qui répondent i /(Ç) (^^^ et F(Ç) f^^- Donc alors 
ou 

ce qui indique que la tranche x ne s'est pas déplacée, ce qui devait 
être» <w A y/'p précisément la vitesse du son ou, si l'on veut, 

la vitesse de propagation d'un ébranlement dans la substance, Pt 
kt <,x signifie que l'ébrankin*'!)! imprimé par le mouvement à l'ori- 
gine de la tige n'est pas encore parvi-iiu jusqu'à la traucbe jc. 

Supposons tnaintenaut kt > x, mais que if -f- x et par conséquent 

aussi kt — X soient plus petits que a/. On prendra alors J iX) ^^^j 

u=^\\x + kl] - 5 {kl -x)-^^^{x- kty 
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ou 

(3a) « = « + ^(x-*lf. 

Ou reste la loi de formation permet de donner tout de suite la va- 
leur de M pour x et t quelconques. Formons d'abord le» valeurs cor- 
respondantes de / (Ç) et de F (— Ç). 

SuppoMMM donc comprit entre at'/ et «tf -i- a / etaoil d'abord / 
pair. On somme facilement le second membre de la valeur ^érale 

de f{^) {^^l_^.^ty groupant le dennèoM terme et le troisièmet le 

quatrième et le cinquième, le sixième et le septième, erc. 
On a ainsi, pour i pair, 

t^') /(«'(:2+,/)-îï+5i5-('+')4 

Si ( est impair, on a, après les réductions, 
On obtient de même pour i pair 

" (- ïi C;;^ „) = - i ï -H ,4 - 1? lî - i' + •) /i. 

et pour i impair 

w 't-?)(::+«)=-î«*'^«-")- 

Mainteuant supposons x + kt compris entre lil et 2/7 -t- a/. Conune 
— X eu diffère de a je: qui est plus petit que a/, i< — jc sera compris 

entre ai/ et %il 9/ ou entre %H et 31/ — 2/. 
Pans le premier cas, on aura, si i est pair, en substituant tour k tour 

X -h kt et kl — X pour Ç dans les formules précédentes, 

TiHM|X(«"»iri*).~|iiimuiU4. 5 
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Si i est impair, on aura, toujours dans le premier cas, 

(36) « = X - ili±iliï .V -H + kir 

Dans le second cas* on surs de même, ûieA pair, 

(37; «=x + ^-^^(Jte-i7}, 

- et, ai i e»t impair, 

(38) « =1 X H- 1 [(X - /j» -h Ai - /// (i^* - 1) /-]. 

• Telles sont les formules très-simples qui expriment toute:» Us lois 
du uiuuvenient. On en déduira immédiatement la viie^st* '^y ainsi que 

rallongeaient propturtidniiel ^ — ' pour tous les points et à une 

époque quelconque. Ces quantités soûl données» comme on voit, sous 

une forme très-si m [jlf. 

Il est facile de sas»urer que les équations (35), (36), (37), (38) 
vérifient toutes les conditions du problème. 

D*abord elles satisfont toutes k Téquation aux diflerences partielles 
du second ordre (a). De plus elles vérifient les oondiiious imposées 
aux extrémités. En effet, si l'on considi-re l'origine lie la tige qui ré- 
pond à X — o, ce sont les équations (i5) et (36) qu'il faut prendre, 
car pour jc = o la différence entre kt — x et kt a: est nulle. Or en 
faisant = o dans les équations (35) et (36), elles donnent toutes 
deux 

Au contraire, si l'on considère l'autre extrémité de la tiije qui ré- 
pond à î — /, ce sont les équations (37) et (38) qu'U faut prendre, 
car, pour .t — L, la différence entre kt — x el kt « e»t a /. Or ces 
équations (37) et (38) donnent toutes deux 

— -1=0 pour jr = f . 
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On sait de plus qu on a satisfait à Tétai initial, puisqu'on a alors 
simplement u = x. 
Enfin on toit que pour chaque valeur de », ht série des valeurs de u 

• rfn ^Ê§Ê 

et de ^' ainsi que de — correapondantes à celles de ( croissant indé- 
finiment forment une suite continue, malgré qu'il faille employer suc- 
cessivement les diverses formules (35), (36), (37) et (38). Cela tient 
à la propriété déjà démontrée clos detix fonctions / et F (— ^"î ainsi 
que de leur» dérivées du premier ordre qui ont chacune la même va- 
leur pour la valeur de la variaUe Ç qiû sert à passer de Tune quel- 
conque d'entre elles à la suivante. 

Cas d'un inouwtm/U alUmatiJ pour i oii^int' de la tiy,c. 

Supposons maintenant que l'orig^ine de la ti<.'e soit soumist^ à on 
mouvement alttriiatif, comme celui qui serait donné par une mani- 
velle, et dont Id loi soit 

(39) 5o(i)=ar^/ cos»l ou lo ^j] «0* 7» 

r étant le rayon de la itiaiiivelle et w la vitesse angulaire. L'autre ex- 
trémité de la tige est toujours supposée libre. 

lia même marche s'applique identiquement que dans l'exeuaple pré- 
cédent, le crois donc inutile de répéter tons tes calcula. On trouve 
d'abord 



et 

(4'] 

Puis on obtient successivement, ai i est pair, 

^ ^« ) (.//-H .1) = ; î - — '•■^ -hr- 

/ . *.(!;- 2'/) 

\ — r-i- rco»-i— j — -t 
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et, si i at impair, 

On a ensuite, si t cm |Mir, 

'(-«)(::+^)=-î«*'-"»»ï-'*'«"^ 

4/) ».(; — 6/) 



(44) 



-}- r ~ rcos -i^^-j — 't 



et, si i est impair. 



(45) 



+ r^rcosi«-j-=^— r + rcos-ii-jj^ — ^- 



Lcs seconds iiK'mlîn-s se rétlnisont très-simplement en combinant 
fl'-ilioixi Jes termes tieux par <ieux et faisant usage de la formule 
connue 

sina-t- sio(«4- jc) ■+■ 8in(rt + aar) h- &iu(a -t- '6x) -h.., 
i •+■ éin (a + inor) 

(45ftM) 



Après quelque» réductions simples, on trouire, si i est pir, 

(46) /(î)(,«+a/j-5Ç + '^ --^ 

cm ^ 
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PUBES ET APPUQUÉES. 

et, pour I impair, 

(47) /(Ç) Hî^-^*-^^^^-^^- — ^• 

Oii a eiMuile, si / est pair, 

«Mt ' * CM — (C — il) 

m .n-ï)(:;L.,)—îï ' * 



et, si I est impair, 

(49) F(-ç)Q;;^.,)=-i5-*-r 



. (l -t- Ti /r>j . ai 

sm j sin j (Ç — i/) 



ml 



Les formules (4a)t (43), (44)«t (45) moblrent encore que les fonc- 
tions /(Ç) et F(Ç) varient d'une manière continue ainsi que les dé* 
rivées premières quand on passe de l'une quelconque d*entre elles à 

la stiivante. 

Tant c^ue x> kt eX. que it/ + x < a/, on a, comme dans l'exemple 
précédait. 

Quand cela n'a plus lieu, on a pour ii les expressions suivantes : 
jc -h kt^ étant compris entre a «7 et 2U -t ^i^ kl — x peut être entre 
lea mémea linûtea on enbw ait et iit—al. 
Dans le premier cas, on a, si i est pair, * 

-[//— far-»- 1)/] $in — 4-co«(«<)cm;(I— «) 
V^^; ' , 

et, SI i est impair, 

cM{ut) cw j (/_«)_ «o j j (*»—(«< H- 1) /J j sin ^ 

* ' »t . 

CM — 
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Dans le second cas» on a» si i est pair, 



H- i 1 , 



(5a) + . 

k 

et, si i est impair. 



(5Î) If ;B«-f'ar— sr 



cns • 
k 



On s'assure oioore Hscilemeot : 

I* Que ces quatre formules vérifient Téquation aux diflKrences 

3* Que les deux preanères, savoir (5o) et (5i), donnent 

« =3: r rcosu/ pour jr = o; 
3^ Que les deux dernières, soit {&%) et (53), donnent 

dit 

^->is3o pour jr»/. 
raoBLÈMx II. 

Voici encore un autre problème du même genre, important pour la 
pratique. Il est relatif à une bielle d'accoupleasmt, et je le pose de ia 
manière suivante : 

AB est une bielle d'accouplement, AG et BD sont deux manivelles 
parallèles de mj on u est la vitesse angulaire. Soient c la section 
de la bielit de longueur primitive, l et p son poûU. Soit enfin Q la 
réststanee supposé constaiOe et appliquée en B tangentieUement à 
la circta^énnce BD. 

Tom les points de la bieUe ma une mime Jôite centrijuge égale 
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PURES ET APPMOlJÊFS 

À r, pour l'tmUé de masse, dont la résultante se partage en deux 

forces ^akt chacune à ^ f i appU^uée» en h. et ^ suivant ies 

manweUes, tesquettes exercent à leur tour contre ht bielte des actions 
^^ales et &mtraîres. 

Représentons donc par ^ r Tacrion de U manivellft BD eontra la 

bielle, cette force s'exerçant de B vers D. 

H prends poiir origine du temps Finstant où le point A paaae ea H, 
«'«ai-î^re au point mort* et je anppoia qu'à ce monnut l'état initial 
soit tel, que la vitesse de tous les points de la bielle soit nulle et que 
celle-ci soit alors simplement en équilibre sous l'action de la force 
centrifuge. 

£n conservant ies notations antérieur<», cela revient à poser 

(54) + 

(55) i^(x)so. 

Quant aux conditions imposées aux extrémités, elles sont que la 
projection du point A sur Q) «oit toujours à U dislance r— rcMuf 
dn point H, et que la fbive élastique au point B £Mse équilibre aux 
composantes suivant BA de la forée Q de raction de la manivdle BD^ 
Il hvM. donc qu'ion ait, quel que soit <, 

(56) « s= r— rcosb^ pour jr œ 
et 

On voit que les conditions choisies pour Téiat initial sont compatibles 
avec oelles imposées aux extrémités. 

La vitesse initiale de tous les points de la bielle étant nulle» on sait 

qne / (Ç) ainsi que F (C) {^^ sont toutes deux égales à ^ 7 ). 
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On a donc 

(M) /«»(<) -ï«('*^c-*'-) 

et 

(59) »'^5)(:)=î«('+,-éj-*^)- 

D'ailleurs la marche générale précédemment indiquée sa{>pliqiie 
sans difficulté. Tout le déduit toujours des relations précédentes, com- 
binées avec celles relatives aux extrémités, et qui sont 



Cette dernière se remplace encore par son intégrale cjui est 

h ronsf iule étant déterminée de manière que, pour Ç = o, le second 
membre reproduise la valetir connue tia /{l) — F (/) qui est zéro. 
Connaissant F(/ — Ç) de Ç = o à Ç = /, piiiitqu'on a F [C] entre ces 

limites, ou déduit de l'équation (Gi ) J {l Ç) ou / (Ç) ^a/}* 

De niénic changeant dans l'équation (6i) Ç en Ç 4- / et y remplaçant 
Ff — 'O pat- s;i valeur tirée de léquation (60), on aura /"(aZ-f-Ç) 
quanti «»n connaitra / (^) ou, ce qui revient au même, ou connaîtra 
J <ptand ou connaitra J — ■xi), ce qui donne ici la formule 



(6a) 
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PUiiES ET APPLIQUÉES. 4i 
Dans ce problème, /(Ç) (^^^j n'a plus la même forme q«e/(i ) • 
On l'obtient per Inéquation (6i), qui donne 

A l'aide dt- la fomiule générale de l'équation {62) on déduira suc- 

pui» /(Ç) ^^Ij de /(Ç) et ainsi de suite. De m^me, on obtien- 
dra successivement, en partant de /C?)^,^)' expressions de 

résultats he réduisant tres-simpleiuent, en faisant usage de la 
relation déjà employée [équation (45 bis)] et de la suivante 

cosa -+■ cos(rt -h jr] -f- cos{a -1- ajr) cos(a -t-mx) 

. /m-l-l \ / , m:r\ 
. « 

un- 

2 

et l'oo trouve définitivement les quatre types différents qid suivent : 



m 



- i -t--(Ç- "''•+r 



-3-«n-(;-a//-0 



cos-j. 



aE«^ 

TaiM IX ( 1- térlt). - n«imi4S6|. 
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•in . 



•m — Mn T (Ç — /) 



(65)/ ^^ ^.l^co.;c,,..-o 

«M 

Jr 

l' t» / -i- I ) /m . w 
iiis- — ■ sin-(ç — at/ — /; 

— A wr — _ ; , 

COt j , ^ 



roi — - 
A' 



cos- 



C04 ,.,s iu~ 2/ 



CM • 



.67)^ Q / **" J «nj(Ç— aff-a/) 

^ Bff !» ut 

cos — 



p 



cos 
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PURES ET APPLIQUÉES, 43 

Un peut rciuarquer que les équations (64) et (65) Uounent la même 
valeur pour / (Ç) et pour /'(^} quand Ç = 4//+ /. Il en est de même 
des éqiMtions (65) et (66) pour Çs4f/-|- a/; de même des équa- 
tions (66) et (67) pour Ç = 4'^-l- 3 A ^" général pour deux fonc- 
tions consécutives pour la valeur la variable qui sf rr t pi'-spr de 
l'une à l'autre. Cela devait être, car u, ainsi que ses dérivées du pre- 
mier ordre, ^ ^ ^* ^ peuvent varier que d'uoe manière contintie, 

ma^réque les fonctions (64)f (€5)^ {66% (67), etc., soient réellement 

discontinues ou exprimées d*une manière différente, c'est-à-dirr que 
SI l'on représentait graphiquement /[^'',, t^He scr.nt l'ordonnée d'une 
courbe composée d'une infinité d'arcs appartenant à des types diffé- 
rents, mais néanmoins se racrordant toujours tangentiellemrat. 

même remarque lieu pour la fonction F, dont l'expression gé- 
nérale donnée par Téqualion (60) est 



m 



-H r — rcosy» 



n étant un nombre entier positif quelconque. 

Avec les foi mules précédtMiles, ou aura l'état de toutes les parties 
de la bielle à une époque quelconque. Il est facile de se rendre compte 
qu'on peut avoir douze combinaisons différentes. Ainsi, comme la dif- 
férence entre x-hkt et kt — laquelle est est forcément corn» 

prise entre o et a/, il en résulte que, s'il faut prendre y^(Ç) ^"/^./^* 

m étant un nombre entier quelconque, F(— Ç) peut appartenir soit à 

'(-ï)(:L,) C^-') ™«««iF(-o(:;;i;'). 

Donc, chaque type de /{C) représenté par l!une des quatre formules 
(64]t (65), (66) et (67) donaera Irob combinaisons possibles pour la 
valeur de u. 

Sop|)08ons, par exemple, que x + kt et kt-^x soient tous deux 

6.. 
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coinprts entre 4'^ et 4'^+ /. Alor& on aura 



3<7w 



CM- 



ut 



(69) 



— a 



Q ^. ^-n-^cos^i^r-./OMn- 



'T 



sin —p- sin - (X/ — 3<7]sin — 
cos — 



Il est évident que, pour ^so, la diiïérence entre ce 4- A7 et 
A:/ — X étant mille, cette formulr* ost appliciiblc à roi igine île la bielle, 
et, par conséquent, qu'en y faisant x = u, on doit satùifaire à la con- 
dition (56j; or c'est effectivement ce qui a lieu. 

Supposons maintenant que x tt t soient tels, que x At étant 
compris entre 4'' H- a ^ et 4'*' -f 34 — ^ le soit entre 4''' 4''+ 
On a alors 



(70) 



-rco«J(ilt/-x) 



4lnJ (i»-4tf-l)casj(/— *)4-€oit.«iioîip 
•^-ê— k»r -, • 
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FURES ET APPLlOrÉES. .'l'î 

Four r — /, la différence entre r -t A:^ et kt — x étant égaltj a a/, 
la toi mule ci-dessus est applicable à l'extrémité de la bielle. Par con- 
séquent IVzprcision (70) doil satisfaire à la condition (57), et c'est ce 
qui a lieu en effet. 

On déduira facilement, dans tous les cas, de ta valeur de-u, celle de 

la vitesse ^ et de l'allongement proportionnel — 

FaoBLixa m. 

Voici encore on autre eaemple important. Il s'agit d'une tige ter> 
minte par un piston soumis à l'aciion de la vapeur et douée d'nn 

. mouvement alternatif. 

Prenons pour l'état initial 

(91) [y(ar) = x et 4(«) = o], 

état qui est compatible avec les conditions imposét's aux exlrémttf^s. 

L'origine de la lige est soumise à un mouvement alternatif que non» 
supposerons expriiiié par la relation 

(7a) I, (<} =s r — rcoswt. 

L'autre extrémité est soumise à l'action de la vapeur. Cette force 
est périodique} c'est-à-dire qu'elle redevient la même quand l'angle de 
rotation ut a augmenté de air, etf de plus, nous devons admettre 
qu'elle reprend la même valeur, mais avec un signe contraire, quand o»t 

atigmentf de ~. 

Quant à sa valeur absolue, elle dépend des circonstances absolues 
de la distribution, telles que l'avance à l'admission, la fin de TadmiS' 
sion, la détente, l'échappement et la compression, lesquelles peuvent 
varier de mille manières. 

Dans tous les cis possibles, cette qunntifé est dévcloppable en série 
trigonoméirujue de sinus et de cosinus des niidtiples d'un même arc. 
Mais pour ne pas compliquer les calculs, nous allous choisir la forme 
suivante qui a l'avantage de représenter simplement et apprazinuiti- 
vemeot l'clfet moyen de la vapeur, particulièrement «lans les machines 
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locomotives. C'est 

(73) Q = GC0»(w/-|). 
Pour I =s o M pour ut s ^* on a 

(74) Q==GsiDÎ> 



car 



Pour Q>f =:^t on a 



Q = G. 

Jusqu'à tût = ^? la vapeur serait dans la période d'admission, qui 

commencerait à proprement parler poar «»< s |t angle d'avance à 

l'admission. 

T/intensitc de la force ne serait pas abv)lument constante, puis- 
qu'elle varierait entre les limites G sin^ et G. 

De«»/ = ^àftifs|ii, la preaaion diminue progmsiveuienl jusqu'à 

xéro. Ce serait là le commencement tout à la fois de Téchappement 
sur' la face considérée do y>isfon et de la compreasion, ou plutôt de 
l'admission sur la face opposée. 

De plus l'expression {"j'i) reprend la nièiue valeur toutes les lois 
que augmente de air, et elle ne fait que changer de signe quand <»t 
augmente de ir. 

On pourrait donc écrire comme il suit la condition imposée ;» l'ex- 
tréinité de la tige, en considérant la vapeur comme agissant directe- 
ment sur cette extrémité, 

(75) S = *-^K«»(-«^î)* 

Alors le problème se résoudrait d'une manière tout k fait analogue 
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PÎIRES ET APPLIQUÉES. 4? 

;iu précédent, rclatit à la bielle (i accoupicnient. Mais uu peut aussi 
vouloir tenir compte de l'iuertie du piston. Dans ce dernier cas, l 'équa- 
tion de conditioii relative à rextrénité de la tige est, en appelant P Ir 
poids du piston, 

~ = Gc«i^«<-.j)-Ea^5-ij pour x = l 



ou 



Comme d'ailleurs on a toujours 

les condilions relatives aux «'Xtrémités peuvent s'écrire de la manière 
suivante, en faisant A< = ^ et observant que 

P*' ~ P/' 

p étant le poids même de la tige : 

(77J : /(S)-i-F(-Ç) = r-rcos^^ , 



et 

P 



\ + Ç) + pï/'(' Ç) -H F-(' - î) + ft^'il - 

On a, comme dans les autres questions, à cause de Téquation (71), 

(79) [/K)0)=*WH/)=Ï«} 

La relation (78) Êiit connaître tout de suite / {J^fY i^u eftet, cette 
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é(|uation s'iutè|;re et donne, en appelant C une cuustanle, 

i /'(^+Ç) + fp/(/+ç) 

{80) i 

( = C * s + R^. (7 - ï) * f - î ) ^/ »• (' - î )• 

F(/ — Ç) et pai suite F (/ — Ç)i»ont ilunnée:» par l'équation (^ç^) pour 
toutes les valeurs de Ç comprises entre o et /, et, par conséquent, Té- 

quation (80) fera connaître Ç) ou /(Ç) (^^^)- 

La constante C se détermine d'après la condition que [)Our Ç = o le 
premier membre donne la viik-ur, déjà connue p.ir l'éqiiation (79)» de 

/'{l) + j-fj'{l)r laquelle valeur est 

(8.) C=^s.„^. 

Mettant celte valeur pour C dans Téquation (80) et y remplaçant 

F(/ — Ç) par ^ et F (/ — par Ç), puis mettant Ç à la place 

ée l + Ç on Ç — Ik celle de on a, pour Icquation (80), 

Celle équation, qui est linéaire du premier ordre par rapport à 
J (^) {^^^ est intégrabie, et, en appelant C, une constante, on a 

/(;)(.',) 

e étant la Ittse des lo^rithmes népériens, 
fies intégrations indiquées s^eRÎBCtnent sans difficulté. La constante G, 
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PUBES ET APPLIQUÉES. 4$ 
se dctermine d'apn-s la condition que, pour s = A valeur de la va- 
riable qui sert de trausitiou de la fooclion CS) ^ / ^ ^ fonction 

/ (Ç)^/;^ > CM àeat. fionctioDS aient la même valeur. Il est à remar- 
quer d'ailleurs qu'à cause de la manière dont la première con- 
stante C a été déterminée, /'{^){^f^ et /'(^) o"*' aussi, comme 
cela doit être» la même valeur pour Ç s /. 
On a atnn, tou» calculs fûts, 



(84) ' 



c,gi""rï«-^-ii-ï«»[ïK-')-î] 



G . 



Les exprcssious suivanies de /(S), savoir /(Ç)(4/)' 
etc. y s^obtieadront d'une manière analogue h ce qui a été 
fait précédemment. 

Âinsi, remplaçant dans 1 équation (78; Ç par / 4- Ç et iutégraut une 
première fois, on a, C étant une constante» 

/'(»/-l-Ç)+f^/{»i + Ç) 

= C+ + + *ii.[ïCÇ + - J] F'(_ Ç) ^ feF(- Ç). 

Remplaçant P(— et F( — Ç) par leurs valeurs tii^de réqua-- 

Tom IX («• >éri«). — FtfMtt t86j. 7 
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Ho jotnmàL m mathématiques 

(77)1 pu» Ç P«r Ç T a A on « 

= CH- f^(Ç - /) - ^%in = (ï - a/) -H ^^r - f^/ co. j - 2I) 

«équation qui fait connaUre / 1 qu ui'l on connaît /(Ç — 2/), cVst- 
àdire cette fonction pour les valtm.s tie la variable inférieures de a/. 
Tl «Bt facile de »e rendre compte que la constante C a toujours la 

aieuie valeur. Eii eiffit, supposons d'abord qu'il s'agisse de ^ (Ç}^3/j' 
Potir Ç » 3/, il fiiut que /(^(j^) et /'(Ç) aient Nspeclivemeat 

(3/\ '3/\ 
^^j et que y (?) ( , ^ j Donc le premier 

membre de l'équation (85) et, par suite, le second uteuibre, doivent 

avoir» pour Ç = 3/, la même valeur, soit qu'QO s'occupe de 

onde /(?)(^/)* ûr, dans le premier cas, il faut prendre, pour 

/(S -a/) et pour /'(Ç-a/), la fonction et /'(?)(") 

où Vm. remplacera Ç par Ç — aZ. Dans le second caa, il faut prendre 
pour /(;- ai)et f(Ç - a/), la fonction 

en y remplaçant Ç par Ç — a-^ Or, remplacer dans ces dernières fonc- 
tiona { |i«r Ç-^^idtj faire ensuite Ç sss S/» cela revient à y faire de 
suite Ç = /. OTj pour Ç = /, 00 a 

/«)(■;) =/(«)(,',) 

et 

=/'«)(.',)• . 

Gomme d'ailkur» le second membre de réqiiiatiun (85) est le même 
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PURi^ ET APPIJQUÉES. 5» 
pour deux fonctions consécutives /{Ç)t Ca forcément la même valeur 
que pour /(Ç)^jjj. On démoatrerait absolument 

de même qu'dle est U mènie pour /(C) ('5/] m**^ po^i^ /(^^(4/) ' 

U même pour / que pour /('s)^5/j e* ainsi de suite indéfi- 
niment. Donc C a la même valeur pour toutes les fonctions que pour 

OocopoiMHKiw donc <l*avoir C pour (Ç) Q ^ j ■ 

Et d'abord, pour appliquer la relation générale (85) à /{^){^]]'' 
il faut remplacer dans le sec n i tik mbre / {1^ — il) et y(Ç — par 
les expression» qu'on obtient en subsiituaut Ç — a/ à Ç dans / ((}^|^ 

donne 

+*f é^-ï'î [ï« - - il- 

Détenninant la constante de telle manière qnet pour Ç =fc a/, le 
deuxième membre de la relation ci-dasw ait la même valeur que le 
second membre de Téquation (8a), on a 

qui estt dés lors, la valeur commune de la oonstante C pour toutes les 
foncHons, et l'ooA 

/•K)(3;)+f,/(«(i!)=-;+iiiï 

(M) ^_^*ijK_»J)+^r-J^peo.;(î-.0 

'■p^."»i+^.-[ï(«-')-î} • 
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Celle équation linéaire et de premier ordre par rapport à 

s'iiifruTc absolument comnx' l /quation (8a). 

11 en est de même de celles qui sont relatives aux fonctions suivantes, 
cl de celle manière ou déduira successivement 

/;:)(;;) de /(:)(•;); 

et Hinsi de suite. 

\^\ seconde cnnstantp introduite par l'inlégration se détermuje ton- 
jours d'après la condition que deux fonctions consécutives aieul la 
mémeyaleiir pour la valeur de la variable qui leur est commane. 

On obtieni ainsi 



(8?) 



^£«„î:(,_,,,_^eos^(C-../) 

h /• 



\vi) 

\p// A' 

o. Mï"-"-4-]-î°"U"-"-i] 



Pi( 



\p// "^it» VF// ** 

On aurait ensuite les valeurs de 

/«)(«;]■••• 
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FUBES ET AFPUQDÉES. 53 
Ayant /(Ç), oo en déduit F(— Ç) snivanl la réf|l« ordianiFe, par 
réquation (77). 

Je v«M donner deux eimnplcs des valeurs de u fournies par ces 
fonctions. 
SuppoMMw d'abord que 

j? — < o 

et que 

« 4- At et kt — x 

soient deux quantités comprises entre / et al. Cest alors la formule (84) 
qui doit servir, et l'on trouve, s^>ré$ quelques réductions faciles, 

u~ X -^r r — r cos j{kt — x) 



(88) { 



2 srf Trrr, ; ^ 



< < tte formule doit convenir à l'origine de la tige, car, pour je s o, 

Ja différence entre x -4- kt et kt — .r est rniHe, et, pnr conséquent, ces 
quantités peuvent être compriseâ toutes deux on'^rmhle entre / et jl. 
Des lors, I équation (88) doit satisfaire à la condition relative à l'ori- 
gine de la tige, et, en effet, ai Ton y fiiit « s o, on à ' 

c'«st4k'^ire qu'on- satisfait i Téquation (73). 

Pour le second exemple, je suppose encore x < kt. Puis j'admets 
que x+kt soit compris entre 2/ et 32 et que kt — x le soit entre o 
et It et qni est admissible puisque la différence entre x + kt et kt a: 
est liX qui peut aller jusqu'à 2/. Dans ce cas, il faut faire usage, pour 
/ (Ç), de la formule (87), et quant à F(« — kt) ou F(— Ç)t.sa valeur 
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« sst'x -h %r — rcosj^kt — x) 



Ggl . r 

-f-sin 7 



(89) 



\p// 



G . « P/ 



I 



Pour = /, la diffcreace entre x ici eH kt -~ x est a/. Donct 
la formule (89) doit mtisfiiire à la relation (76) relative a l'extrémité de 
U tige, et c'est en efic t c > q u i a I ieu. 

Il est intéressant <ie considérer 1p monvempnt «le l'extrt-mitt' de la 
tige au cofiamencement du temps. Or, si kt est compris entre o et /, il 
arrive que, pour x = /, x -+- A< est compris entre / et a / et que x ~ kt 
YtÊt entre o et /. D*a|srè8 cela , on a alors 

Qgl.1t G g ^ 



(90) 



G . w 
» 4 , / 
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On vériG# Mi^iwoti 4 I'ai4« <l0 Ibniiide, que, pour 4??/ et 
< s o, on a, 9imi qn9 cal* doit 

« = /, 



«fin 



ce qui correspond à l'état iititial donné. De plus, celte même for* 
mille (90} salis&it, même pour f = o, 4 la condttioii (76), ce qui dé- 
montre, ainsi que Je l'ai dit en commençant et comme du reste on pon- 
vr^it le prévoit s ({iie l'état initial choisi était compatible avec les 
coudilioDS imposées aux extrémités. 



IV, 



n s'agit d'une manivdie. La question se pose de la manière suivante. 

Une manivelle OM tourne /lun monvemenl uniforme autour de 
son origine qui est fixe. Une force j par exemple celle de la va- 
peur, agit sur son extrémité M, suivant une direction MC, paral- 
lèle à AOB, que je suppose constante. La loi de cette force est donnée 
et je la st^posarai, pour fixer les û/ées, représea^t comme dtaa 
C^xemple préeéelent, par ta formule 

(91) Q = Gcos^u« — =:GsiD^(cosu<-«-sio^t). 

En appelant H la projection de celte force sur la direction OV, 
on a 

n BGsin||^>-h^cos(aiit) -4- ^ajn<9«i<)j* 

I<es condUtous ttnposees aux extrémités de la tige sont donc : i*" pour 

X as Ot 

(9a) a = o, 

et »•p0^r^;;;/, 

(9^) ^ = '-^«"j- ^^'nîcps(?'^')~ ^sin|sin(ar^O 
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Si Ton veut tenir compte de la Cwoe centrifuge de» divenct parties 
de la manivelle, l'équation aux dillihvnces partielles ne se présente 
pas tout à lait sous Ja forme ordinaire; mais il est facile de Yy 

ramener. 

En etiet, ou a, dans ce cas, 

(94) 9 = ..«+*.g. 

Appelons u, ce que serait u si toutes les parties de la manivelle 
étaient en équilibre sous l'action de la force centrifuge et de l'élasticité 
et qu'il n'y eût aucune force appliquée à rextrérotté de la manivelle. 

On a alors 

(95) »'x-hA»^ = o, 
et Ton trouve aisément 

(96) «^ = i'-^ipj"^- 6F- 
Posons maintenant 

(97) M 5= If, 4- U, 

et il reste à déterminer U. 
On a d'abord 

(9») Âï'^'^-Sï- 

Les cnnrlitions [9a) et (q}), relatives aux extrémités, deviennent 
pour U : I ' pour x = o, 

(99) 

et a" pour jc — l, 

>«>) S^—^^^J-^^'* ^cos(a«0 -^«o ^ •"(»««). 
U reste à fixer l'état initial . Or, ^'admettrai que, à l'origine du temps, 
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la vitesse de loua les points de la manivelle soit nulle et que toutes ses 
parties soient en équilibre sous TaetHm des forcses agtoanti» qui sont : 
d'une part, les Ibrices oentrifogesi et d'autre part, à rexirémité de la 

tige, la force H qui a alors pour valeur Gsinî« Cet état est éridem- 

ment compatible avec les autres conditions (k>nnées et Ton trouve 
facilement» pmir l^o. 

Donc, comme J3 = u — u,, si l'on appelle respectivement f{x) et 
^{x) les valeurs données de 17 et de pour o, on a 

(101) = - ^^sioj)« 

et 

(10») l|f(x)BO. 

La méthode générale s'applique maintenant. Il est inutile de répéter 
tous les calculs. Voici les principaux résultats qu'on obtient sucoeni- 
vement, en faisant, comme toujours, itssÇ 

(■oî) /{c)(;)-F(ï)C)=-(5l-,-;)ïi. 

puis on a 

j'ifi/ 1 \ G/ . s G /■ . K^. 2«,„ G X . JT 



tio4) 



G X . j: 2m , 1, 



■' 2G/ . >r / 0 ir\ j, G A . %u n 



(to5) 



( i ^ . — . 2 tii „ . , G / . - 
7— SIDtSIU -r(s — ~»'J~ 717 — î»'" 7 

4 Et w 4 * ' 4^'" " 4 



71? SI" 7C0S-ï-(Ç — t) -H -r^ - Sin 7 

4E5 o. 4 * 4^» «• 4 



G 



Tom« IX (s* ««ri»}. - FfcvMM 1S64. 



8 
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ou, &m mtniéra nénénle et en rédaiiant, on a, pour tout doubre 
entier /supérieur ou épil à o, 



(■06) 



cos ■ 



-|B;;«»r«2;="n ^êi 



cot- 



etf pour tout entier i supérieur à o, 



(107) 



_ G / ^ S"» — co» atf) 



•7ô--sin7 — » 

4Er«i 4 

mit - 



On eure ensuite, pour tout entier i supérieur ou égal k o. 



(108) 



(2» -f- 1)2»»/ . 2(W 

_ coj ^ sin - 

, G ^ . >r X / 

-t- 7-= SUl 7 ■ _ 

4E« Éi 4 a„/ 



cot- 



G / . ,r 

rs — 7 
■• 4 



— * - y- —S 



J 00»-j-(«-2tf— /) 



ro» • 



2m/ 



Digitized by Google 



PURES ET APPLIQUÉES, 
et, pour tout entier supérieur à o, 

aiG/ . « / G • r\ », 
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(«09) 



7-= — sin 7 - ■ 

4E(r u 4 



4 E.9 u 4 



CM- 



2w/ 



A Faide de cet Ibmales et de la reletiDu (97), on fonnen nainte- 
naDtsans difBciilté la valeur de u, pour toutes les valeun poaaiUea 
de X et (le t. U peut se préMoter quatre cac généraux : 



t" Si 

et 

on aura 
lu 



4//^.f<x-4'*<<4«-»-3/ 
4i7+ l<kt-'X< 4//+ 3/, 



6/H 



(110)/ ^ ^ ^c(»- j Icos— (A— au/— V)+siny(Aï— 21/— Ism-r- 



_ -81117- 



CM- 



3<»/ 



a° Si 

4ii-<-/< JTH- A/<4i7-h3/ et que 4// — / < Ai — * <4// -h 
on aura 



/ G . 1t\ . G A . K O A . JT 



CM* 



3«»/ 



8. 
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3» Si 



et 



on aura 



(Ii3) 



^ ,i„i^rsini^{*,_atf)^cos^(//-?.//)l$ill 

H-- - - sin? ^ J 

Et 4* enfin, si 

IiiL—i<x-f-kt<.{iil-irl que 4<7 — 3/< A/ — .r < 4// — /. 
on aura 

/ «»J- (11— |)G/ . n 

/G.p\, ... G/.rr GA.ff 



Les formules (i 10) et 'i 1 ■!] conviennent évidemment à l'oripiiic de la 
tige, puisque, pour or = 0, là différence entre x+ kt et kt — .i rsi nulle. 
Jit, en effet, elles donnent toutes deux u — o pour jt = o. Pour une 
raison semblable, les formules (i 1 1) et (1 1 3) conviennent i l'extrémité 
de la tige et il est facile de s'aMurer (luMles satisfont tontes deux i la 
condition impost'e pntir cette cxlrémiit', 

On iormt'rait de même ti cs-facilemenf , ,1 l'aide des formules qui 
précèdent, les valeurs de u pour les premiers instants du phénomène, 
alors que x-^kt fXkt'^x nt sont pas deux quantités diacnne supé^ 
rieure à /. 

Au moyeu des valetirs de on obtient ensuite immédiatement celles 
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(le ^ et (ie ^ — I » c'est-à-dire les vitesses et les allongement propor* 
tionncis. 

11 s*agit des vibrations transversales d'une corde tendue* Celle ci 

étant pn repn<; et son nrigiiie maintenue fixe, on -inninet son extrémité 
à un mouvement alternatif et l'on demande le mouvement vibratoire 
c|ui en résultera pour la corde. 
On sait que Téquatim aux différences partielles est 

ou 

P 

en appelant p le poids et / la longueur de la c<Nrde. De plus, T est 
sa tension. En désignant par a rallongement proportionnel correspon- 
dant à cette tension^ on a, en conservant les notations antérieures, 

et 

(n5) a* = -^. 

On a ici, pour l'état initial, 
(fi6) [f(«) = o, 'i'(*)=o], 

et pour les extrémités, quel que soit t, 

(i»7) 
et 

(j')^ = r— rcosw/. 



Les calculs se faisant toujours de la même manière, je me borne i 
mentionner les résultais. 
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£ii faisant a< = Ç, ou a 

/(ç)(r)=nçi(;)=o. . 

/(Ç)(/,)='-rc«iS{C^/), 

et «inn de suite; ou, d'une manière générale, pour tout entier t >o, 

/ , j\ w» — eo»-(; — 1/) 



. //«> w , 

»tn — < os - f ; — w) 
a a 

«n — 
« 



A l'aide de ces formules, on «ditient imnédiateroeot 
Il peut se présenter deux cas. 

Prmidarcas : 

et 

%il'-'l<at — x < a// -h/. 

On • alors 

«O — «Oif*— I i—CM'^— loM<»r 

(•ai) J=r ^--7 i- «o^ 



Pour a* so, la diflérence entre x +at et eU —x étant nulle, la 
formule doit toujours convenirà l'origine de la corde et, en efSM, 
elle donne bien, pour » ss o, 

jr=iOt quel que soit t. 
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ihuxiàme cas : 

«t 

^il—il<at — x < ail — L 

On a alors 

cntHSin — -+- co»-(a/ — 2*7 -4- /Jiin- (/— 

(i3«) ^=r-r î 



Cette formule doit toujours convenir à l'extrémité de la corde, puis- 
que, pour j:=i, la difiîérence entre a: + ai et at—x est a/.£t en effet, 
poar X s eDe doiiiie^=r — roo««><. 

Dm* certaîDcs conditions inléreanatw à examiner, le moavenhrat 
vibratoife «le la corde devient iaoeliroiie. 

Snppoaons d'abord 

(ii3) »n^«+t 
et 

CM) 

Dans ce cas la formule (lai) devient, pour i pair, 
(ia5) 7 = o, 

et pour i impair 

(laô) 7"s» — arooswtsin îj^' 

Lu même temps la formule (laa) donne, pour i pair, 

.(127) j=îr-4-rsin^w/ — ^J, 

et pour I impair, 

(128) jrssr — rsio 
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fies quatre fonnules (laS), (126), (137), (ia8)oeconHennenl phtsi. 
Mais pour un même |)oint x. !.i tncme formule revienl chaque fois 
que a( a augmente de 4/, tvir alors le nombre / a augmenta de deux 
unités et redevient pair s'il était pair, ou impair s'il était impair, et les 
quantités x -f- a< et at — x sont de nouveau comprises chacune entre 
«les limites de même forme qu'auparavant. Or, si ai augmente de ^l. 

Ami 

augmente de ^1 ou de aità cause de la formule (ia4)- Afals en 

même temps on voit que les quatre formules (laS), (ia6 ), (la;), (ia8; 
nechangent pas quand ftiCs'accroit de air. Ainsi doncchaquc point de 
la corde exécute des vibrations isochrones dont la durée est 



ou 

(i3o) 



M 



soit un temps double des vibrations isochrones que ferait la corde 
supposée fixe à ses deux extrémités. 

]\Iais il faut pour cela que la vitesse angulaire w soit celle qui nl-sulle 
de : 1 Si l'on appelle N le nombre de vibrations par seconde, lequel 
sera celui imprimé à l'extrémité de la corde, on devra avoir 

(l3,) l^ = ^y 

Pnr exemple, s'il s'agissait d'un fil de trr ou d'acier fiMulii p;ir tme 
iorce correspondant à un allongement proportionnel de 0,0016, on 
aurait 



et si on avait /s= o'*,So, on aurait N = 100, ce qui indiquerait la hau* 
leur du son correspondant. 

Ce |)roblèroe présente d'autres particularités intérc&santus. Par 
exemple, si 

s!n — = -i- I , 
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mais que ^ soit supérieur à ^5 on auni ((jujours les mêmes for- 
mules (ia5)t (ia6), (137) et (ia8), c'est-à-dire que j sera tonjonra 
périodique, maiR à des intervalles ne correspondant plus à 6 = 
La ODéme chose aura lieu, si 

SiD — = — I . 

Dans ce cas« les formules, très>faciles à obtenir, sont tout à fsit 
analogues à (laS), (laô), 1 ^7} et ( 1 28). 
Enfin, on peut considérer le cas où 

. «/ 

sin — = o, 

c*e5t-i-direoù ^ est un multiple de ft. Dans ce cas, les deux formules 

générales (121) et (laa) se présentent sous la forme ^- Mais il est 
facile d'obtenir leur vraie valeur qui est, pour l'équation (lai), 

si]iii««ia — 

(i3a) j=3i> jj^ 

et pour la formule (laa), 

MW«f 00s — <_ (31 — 1) nantsm — 
(.33) y^r^r 2- 

tos 

On voit qu'alors les valeurs de j ne sont plus soumises à la pério- 
didié et qu'elles tendraient à croître indéfiniment avec 1. 

PaOBLèMB VI.. 

On peut encore traitrr le problème précédent avec des données 
différentes. 

.\insi, par exemple, lieu que l'origine du la corde soit &xe, on 

Tome IX ( j* lériv). - Fi,vkii!« 18C4. 9 
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peul Ift Boumettre au même mouvement que rextrémilé, de sorte que, 
pour jr=s o comme pour x=s/, on ait 

On obtient «lors lei quatre formule» type» «niTaoteaf pour tout 

entier i : 



(•34) /(acro= 



r-r ^ 



ml 

30 



MO — «o-ii; — il — ) 

tOê 

(•36) H-i)C-')-r ' 

cos 

3« 



{ai H- « 
eo»^ — cos- (Ç — tf) 

r-r j 

CM 



A l'aide de ces quatre types, on forme ia valeur de ; jjoiir toutes 
celles de et de /. On se rend compte aisément quMl peut y avoir sis 
combinaison» de ces formules. 

On reconnaît aussi que, quand cos ^ =dti, c'est-à-dire titiand ^ 

est un multiple de an, la valeur de^est périodique, et que, quiuid 

co»^=o ou que, quand ^ est uu multiple impair de «, la valeur 
de^ tend à crottre indéfiniment. 



PROBLàME vit. 

On peut encore changer les données du problème précédait de la 
manière suivante : 
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On suppose que, pour a: = o, 00 ait 

et que, pour x — tfOa ait 

jr= r — r costal. 

Alon les deux estrémités da 61 ont à chaque instant un mouve- 

inont inverse. 

Voici quels sont les résultats auxquels on parvient. Il y a trois cas. 
Premier cas : 

il < .r -hrtt <il-hl 

et 

il<at'-'X < it-t-l. 

Ou a alors 

« , .. ,1 . « 

coi — {7.at — 21/ — l) sio — — cosii/ sin — f ■>. » — /] 



. 

no — 

il-'l<nt—x <iL 

On a 

Mn — lin ^{%M — //)Hn (ix- i) 

H39) ^-2r^ 

An — 

Troisième cas : 

il—2l<.at-^x<il — t. 

On a . 

cos f 2««~ /}5in " I / — x}^eOS«l»in — i>«— /) 

(l40) r^'-*- ~; 

ain — 

Uorigine de la corde qui répond à orso ooirespood toujours k 
l'équation (i38). Et en effet, si Ton Sût, dans cette dernière for- 

9" 
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inule, a = o, on a 

De même, l'extrémité de la corde répond toujours à réquafiou (t4o)» 
Or, si l'on y fait on a, comaie coiuuie cela devait être, 

jssr—rcotmt. 

Par une raison semblable, le milieu du fil répond toujours à réqua' 

tion (i3f)). Or, si I on fait t = dans ceuo formule, on .1 > o, quel 

que soit /, ce qui montre que, dans rcs eirconstances, le milieu de la 
corde reste en repos pendant tout le mouvement. 



CHAPITRE II. 

Ije principe du deuxième procédé que j'ai appliqué est de ramener 
la question au cas où les conditions itnposées aux extrémités des corps 
sont invariables, au liau d'être des fonctions du temps, problème que 
l'on résout ensuite par les méthodes ordinaires. Il suppose seulement 
que les fonctions dont il s'agit sont d'une certaine forme, mais qui se 
trouve être pri^ciséinent celle que l'on rencontre le plus ordinairement 
dans les applications. 

Soit d'abord Téquation déjà enminée dans le premier chapitre» et 
qui est le ^pe de l'équation des cordes vibrantes ou des Riouvements 
longitudinaux des tiges, 

Je bis 

(aî « = «4-*-U, 

et je me propose de déterminer «, de telle manière que, dans les équa- 
tions de condition relatives aux extvAnkîtés, cette fonction u, fasse dis- 
paraître les fonctions du temps dont il s*agit. Alors la redierche de U 
sera ramenée a» problème ordinaire, c'est-à-dire que pour U les con- 
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(Htions relatives aux extrémités seront invariables, ci U devra eu outre 
satisfaire à l'état initial modifié paru,. 

SuppocoDS que les fonction» arbitraires du temps dont il s'agit ne 
oontieoneDt que des lerraes périodiqttet. Cest bien, en e£fet, ce qui 
arrive presque toufours dans les applications, particulièrement dan» 
les machines. Soit, par exemple, 

1 sin ca ( 

l'un de ces termes, entrant dans l'une quelconque des équations de 

condition, 1 et tu étant deux constantes. 
J'introduirai, en conséquence, dans la valeur de u«, une expression 

correspondante telle que 

A) sin -|- <i- B, cos — ) suiwi, 

qui satisfait d'elle-même à l'équation (il et qui contient dfux constantes 
indéterminées A, et B,. J'en lais autant |>uiir cbaque terme périodique 
entrant dans l'une on Taulre des équations relatives anx extraites, 
de aorte que u, contiendra deux fois autant de constantes indétermi- 
nées qu*il y a de ces termes dans l'une ou l'autre des équations de 
condition, et, comme ces dernières, d'après la nature de réqtialioii i , 
sont elles-mêmes au nombre de deux, nn aura précisément le nombre 
d'équations nécessaire pour déterminer toutes les constantes A,, B,, etc., 
en égalant séparément k zéro tous les facteon^ des termes périodique» 
qui se trouveront dans les équations de condition, lorsqu'on y aura 
substitué II, pour u. 

S'il se trniiv.iit dans les équ'itioiis de condition des termes constants 
on proportionnels à la première ou à la deuxième puissance de un. 
les fera disparaili-e par une simple adjonction à u^ , comme on le verra 
dans les exemples qui suivent. 

S'il entrait dans l'expression ries fonctions du temps données des 
termes en exponentielles, on les ferait disparaître de même. 

Soit mainlenant l'équation aux clifiérences partielles qui régit les- 
vibrations transversales des verges, et qui est 
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où A* Mtun nombre généraleuteiit ireâ-grand duiu ia vrtleur est 

V 

M étant le uionicnt d'él»>ticité, m U poid« de l'unilé de volume de la 

verge et g la gravité. 
On fera encore 

et il fiiuiira que j*, soit déterminé du manière à iaire disparaître les 
fonctions du temps des équations de condition qui« dans oe ^nre de 
question, sont toujours an nombre de quatre. 

Ici, Il faut que, à |>art les termes conslauts et proportionnels à la 

première oti 'a la deuxième ptiissance de t, les équations de condition 
ne reidermcMt que des termes périodiques, et c'est bien ainsi^ en effet, 
que c^A se présenie dans les applications. 
Soit donc, par exemple, 

ICOSMi 



l'un de ces termes; on uiiroduira, dans la valeur de jr, une expression 
correspondante 




laquelle satisfait à l'équatiou (3) et qui renferme quatre cueibcients 
indéterminés 

A|, 6|, C| et D|. 

On on for:\ autant pour tout terme périodique introduit d nis l'une 
ou 1 autre des quatre équations de condition par les fonctions arbi- 
traires, et l'on voit qu'on pourra détermiuer par de simples équations 
du premier degré tous ces coefficienis A|, B|, C,, D,, etc., de manière 
k Iaire disparaître des équations relatives aux extrémités tout ce qni 
dépend du temps. 
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FROBLKUE I. 

Déterminer le mouvement (tune tfge douée du», mouvement dans le 
sens de sa langueur. 

L'origine a un mouvement alternatif donné et l'extrémité est libre. 
On a, en conservant les notations du premier chapitre, 

^) (£)„,='• 

Pais l'état initial donné est 

(4) = a:, 

et 

■ (*)-.=•• ■ 

On se rappelle que ce problème a été traité difiéremmeut dans le 
premier chapitre. 
Posons 

(6) ussut-hU, 

et soit 

(7) ft, s= M + Nx + ^AiSln^ + B,cosîi^j coswl, 

M, N', A, t't B, étant dos coefficients k déteiininpi". 

Je !>ttl)âtiute celte valeur de à la place de u dans Téquatiou (s) et 
dans l'équation (3), et j'ai 

M fi|COSu< ss r — rcoi»^, 
N -H j^A,co8^ — B,sin cotM< = i. 
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relations auxquelles on Mti^itidenttquemenlen faisant 



M=/-, N = i, 
. ut 

sm — 

A, = — r ; et B, =; — r. 

mi 



La valciir de «i est donc 



(8) «, =«-Hr — r ^1 

«y 

On aura maintenanr, pour déterminer U, les équations suivantes 

(9) 

(lo) (U),.o«o, 
et pour rétat initial, 

(la) (U)..o = ?(J^) 

cr 



ou 



la* 



soit 

(,4) ç(x) = -r+r jj— 

et 

(i5) ^{x)^o. 
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Or, U s'obtient par les méthode» connues. Posons 

(16) U = ^ ( A,, sin mx sinkmt + HM^inuixcosknU). 

Je ne mets pas de ternies multipliés par cosmx, puisque, pour x = o, 
on doit avoir U = o, de sorte que Ir» condition f to) est dpjà satisfaite. 
On satisfait aussi à la condition (1 1) en délermuiant m d'après i'éqiia- 
tk>n 

cosin/sso 

on 
(17) 

où « est un nombre entier quelconque, que Ton peut supposer positif. 
Les coefiicients et B,„ se détermiocat par les procédés d'élimina- 

t'on < onnus, et en appelant A, et B| ce que sont ces coefficients pour 
cliaque valeur de on trouve très-facilement 

A< = o, 

On a donc, en résumé, 

' m 



\ 



« = Jt-f-r — r- 



2/ 



le signe ]^ s'éteodanl à toutes les valeurs i depuis o jusqu'à l'infini 



Même exemple que le précédent, sauf que Vorigiiie de la tige, au lieu 
de recevoir un mouvement alternatif, a un mouvement uniformément 

varié. 

Les calculs étant Irès-simples, je me borne u énoucer les résultats, 
qui sont 

(19) ^,^X_|jj,^7f.; 

JvmeJX (3* lérl*). - I etrie* iS«|. 10 
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et 

( ao) U= r i( X ^ C'') a/ " — il — ÎT— * 
avec 

7 est 1 accélération fin mouvement de Torigiae de la lige» de Horte 
que, pour X = o, on a, quel que soit 

On a, d'ailleurs» poiir toulea les valeurs de » et de 

problIcme II. 

Uétenmner le mouvement d'une tige de piston dont l' origine a un 
moupmiwtt aittrmty et dont l'extrémité reçoit par V intermédiaire d'un 
piston l'aetiim de in wtpeur. 

Je conserve les im ine^ notation!» que dans le cbnpilre 1". 
Les équations du problème sont 

dfi ~* «te»' 

s \ de /,r=/ \dx}^ 4 ^ ' 

Soit 

(aa) |i = «, -i-U. 
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Faisons ici 



(a 



I «, = M-t-Nx-+-^A,sin^-f-B, cos siii w i 



En substituant cette valeur de «, pour « dans les deux équations 
de condition relatives aux extrémitést nous avons : 

(34) M-hB, MU«»< + D,cos6>r=r — rcosur, 

— Y ^A, sin y 4-B|00s-j-jsin«i»( 

(a5) ( + E9N -I- £<r 7 (a, cos^- B.sin sin»/ 

-HE^i IC.,CO«-j-— D,UD-jpj COS6»t 

s £9 -H G sin I (co$o»t + sin««<). 

Or, ou satisfait identiquement aux équations (.«4) (25) pur le» 
valeurs suivantes des constantes 



M=:rt 11=1, 
GS1117 



A. 

C, 



cos-; tm-r 

A A g A 



= 0. 



Gsin 7 — r Eff - — h cO$ ^ 1 



E»- 00» -31 «o T 

t i g A 



10,. 
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Il résulte de \a que 



Ev^COt-r— «11-7- 

* * r * 



j cos j (/ — ») sin-{i— x) 

— rcos»/ ^ ; — 

■ £9 7 cm -T- — - — nn -r 

i à k g K 



On a mainteiMDt pour déteroiiaer U les équations Miivaiitfs 



(3.) (S)„. = K^)=-(^).^. 

On vérifiera l'équation 1:17) par une somme telle que 
(Sa) U =2 ( A^ain mx sin kmt J^f^wmmx cc»kmt\ 

Je n'introduis pas de termes multipliés par cus<n.i , ;itin de satisfaire 
loul d'abord iTéquatioii (38). 
La condition (39) conduit ensuite à la relation 

ml sinnil — ex»ml^ 

ou, en appelant p le poids de la tige qui est égal à 00-/, ou a 

(33) m/tangml = |» 

éqiMtion qui détennine les coefficients m.. 
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Eu faisanl ml — ft, on a donc 

(34) ffctongf* = p- 

On voit de suite quMl y a une infinité de valeur» de ft : ia première 
comprise entre o et ^; la deuxième entre ir et ir H- ^; la troittéme entre 

ajiet -h -5 et ainsi de suite. On a donc 

U=^( Aj.9UI y sin -j- ■+■ Bj«8lU Ij-COS-y- )• 

I^s coefficients et se déterninent d'après l'état initial et par 

les méthodes d'élimination connues, en se fondant sur co que, à cause 
de l'équation (34), on a toujours, pour deux valeurs diflérenles fi' et 
fi" de ft, satisfaisant à l'équation (34), 

relation qui n'a plus lieu quand (i'b h". On en conclut 

(35) A, = ■ f'^ cosf^^, 

et 

£n faisant les calculs, on trouve beaucoup de simplijficatioos : d'nne 
part, k cause de la relation (34)* et ensuite en ayant égard à ce que 

Eff jcos-f.- — sm-y «-^cos^ - ^tang^). 

On obtient enfin 

»3,J .V= î S!*- 
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if 



On a donc, en résumé, pour la solulioo cherchée, 



Gain ^ùn (cosi>t -|-uo«tl) 

_ M w/ Pu* ul 

Eff - l'os — sifi . — 



(39) 



EttCOs-(/ — Ji an - (/ — a:} 

* * *^ 

* / r # 



. U.J. . i. (Jif 



/ , Gg . K \ . UX î.-i- 



FBO]n.fcMB III. 

OsdUatkms de la corde vibrante. 
Les données sont 



(4o) 
(40 

Je tais 

(43) 
et 



lit -"- d^' 



^, = M + Na^ + I^A, siu ^ H- B, cos^j cosu<. 
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En subclituaatj^, pour/* dans les deux équations de conditiun (4i )> 
on en lire immédiatement 

M=:o, N=j. 

A,= ^ et B| = o. 

un — 

On a donc 
(44) y.^T • 



a 



Ou a ensuite, |iour déterminer Y, les équations 



Ou ^ Mfi&fuit |)ar une expression 

('40} Y= jJi^CAfSui — sui— ^ — H Bjsuï — cos-j-ji 

OÙ le* coefficients JiittJk te déterminent d'après l'étal initial et par 
les méthode» d'élimination connues. On a 

A,= o et B,= -3r(^y--r-^" 



et l'on a en résumé 



(47) ^=7—hr--"{^)'l. 



un — 
« 
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PaOBLKME IV. 

Je patte naaintenant à un exemple relatif à un antre type d'équations 
;tux 'Hfférences pnrtielles. Il s'agit ici de celle qui régit les vibrations 
transvei-sales des verge» élastiques. 

Je suppose uue barre, comme une bicile d'accouplement de machines 
locomotives, dont les deux extrémités reçoivent directement un même 
mouvement alternatif perpendiculairement i l'axe de la bielle. Il s'agit 
rte déterminer les mouvements moléculaires de toutes les parties de 
cette bielle. 

L'équation aux différeuces partielles est 

m ^— 

ou k* est nn nombre très-grand dont la valeur est 



M étant le moment d'élasticité de cette bieliei g la gravité et s le 
poids de l'unité de volume de la matière. 
T.ies conditions imposées aux extrémités sont 

(jW = r8io»«, 

Les conditions (5u) et (^5a) expriment qu'aux deux extrémités de la 
bielle, lesquelles ne sont pas encastrées» le rayon de courbure est 
infini. 

Je suppose de plus qu'à Torigine du mouvement on ait 

):53) 'J,^=o, 



{49; 
(5o) 

(5, 

(5a) 
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el 

(54) 

Je ne suppose pas icit oomme éu» les prablèmei précédents, la 
vitesse initiale ottïle, puiaqn'îl ftul qu'elle soit compatflile tvec oelle 
qui résulte des conditions imposées aux «trémités. 

Je fais maiotenaDt 

(55) jr=j,^Y, 
et 



(56) 



I = 1^ A, sio ^y/j B, ces ^y/^ 

H-C, + D, 21 IsiDut. 

2 a J 



Je détermine les quatre coefficients A,, B,, C^ et D, en substituant 
r, potir j dans quatre conditions relatives aux extrémités, ce qui 

donne iiuaiediatement 

A, ^ ' — » 

Cl = r- ;= ^ » 

d'où l'on conclut, après quelques réductions, 

T«M R (S* iM»). - nnni iS64. 1 
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Ou a mftinieDant pour déterminer Y les équatiotis 



A» ~ *^ * 

PoÏMOD a donné la lolntion, dans Ions les cas posnbles, de ce der^ 
nier genre de question, les conditions imposées aux extrémités ne 

variant pas avec le temps [voir 5:1 Mécanique et son Mémoire ■<:ur V équi- 
libre et le mouvement fies corps élastiques j t. Vlli des Mémoires de 
VjécatléiiUû des Sciences), 
Od a ici 

Y s=2 [(AjuâiniiMP + àLcmmx + ^ tf. S^l±^) sio m* A* 

-1- ^CMsiuf«x+Ccos//ur4-D^ '^*~'' cosm'/rfj- 

Les conditions imposées aux «xtrémités condttianit facilement k 
celte conséquence que tous les coefficients sont nuls, escepté An et Cn,. 
et que 

ou 

(59) • m=Ç. 

t étant un enuer (jnelconque. 

Mettant A, et Q au lieu de et C,„, ou a donc 

Y=2 [Aisiniîîsin (^f )' H + Qsin cos (if 

I^s coefficients A/ et Cl, se déterminent par les méthodes OOnntKS' 
et d'après les valeurs initiales de Y et de d'où il résulte 

Cf = 0 
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Al 

et Ton • en résumé 



(6o) 



7=-r8iQ«/l i 1 =- -p- I 



ce qui est la solution générale de la question proposée. 
11 est 4 remarquer que ies iutégratioos eiTectnées ont lait disparaître 

les csponeotielles de dessoos le signe 2> d'où il résulterait qu'à 

moins de certaines valeurs particulières de «*, rordonnéejr ne tendrait 
pas à croître indéGoiment. 

Il n'y aura lieu de tenir compte que de» valeurs impaires de i, à 
cause du facteur i — cosi rr. 

Lee doiinées de ce problème poivraient ibre wiéee de Ueu des 
manières qui toutes se traiteraient par le même procédé. 
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EXTENSION DU THÉORÈME BE ROLLE 

AUX BACWES IMAGmAllIGS DES ^ATlOHSi 

PakM. j. uouville. 



Dans une de nés leçons au Collège de France, j'ai eu jadis occasion 

de monirer coniineDi on peut étendre aux racines imaginaires des 
équations le tliéorèiue célèbre de Boile concernant les racines réelles, 
k savoir qu'entre deux racines réelles d'une équation algébrique, il y 
a au moins une racine réelle de Téquation dérivée. Je vais profiter, 
pour dire ici quelques mots sur ce sujet» des pages qui restent libres 
dans cette feuille. 
Considéroos un polyndone donné 

«lont les coefficients «i,..., , o sotit réels ou imaginaires, c'est-a- 
dire de la forme et -h fi^— i. DésignonS| pour abréger, ce polynôme 
par /{z) et posons 

pois 

P et Q étant des polynômes réels en j. iSous pourrons regarder x 
et y comme les coordonnées rectangulaires d'un point dans un plan, 

et ain» à chaque imaginaire âr + j V""^ répontba un point M du 
plan : réciproquement, à chaque point M du plan répondra une 

imaginaire x-¥j V"-*» T^vnA distinguerons surtout les points i, B, 
C^... pour lesquels on aura 



c'est-à*dire dont les coordonné» Térifieront à la fois les deux éqiia«> 
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tions 

P s: o, Q = o, 
el les pointe A', B', C',... pour lesquels la dérivée 

/'{») 

sera nulle : ces deroiers po'ints A', B", C',... &out ceux dont les coor- 
données satisfont en même temps aux deux équations 

Mainteuaiil aiimcLtons que deux points A, 1>, [juur ciuRuii desijueU 
OD a y (z) = u, puissent être joints dans le plan des x*, j par une 
ligne non interrompue AMB sur laquelle on ait constamment 

Q = o, 

la ligne dont il s'agit étant d'ailleurs droite ou courbe, ou tnème 
brisée et lormée (Je parties ofrraut des angles. Je dis qu'eu, allant de 
A en B sur oettc ligue AMB, on rencontrera entre les points extrêmes 
A, B au moins un point tel que A\ pour lequel on aura 

/'(z) = o. 

En effet l'cquation 

Q = o 

donne d'abord, pour tous les points de la ligne AMB, . 



ou bien 



attendu que 

Si donc, en u». point de la ligne AMB, celte ligne offre deux. 



rff rlx 



86 JOURNAL DE MATHÉKAUQCES 

branches liisant un angle, et par conséquent deux tangentes» il fimdm 
nécessairemeat qn'en ce point Ton ait à la fois 



et 




d'où 

J'{z) = o. 

Sans cela, en effet, l'équation différentielle (i), dans laquelle les coef- 

iîcieots 

n'ont jamais pour chaque point M qu'une valeur unique et finie, ne 
pourrait fournir qu'une seule tangente. Ainsi, dans le cas d*une ligne 

angttlftise, noire tht'ort'MTic est démontré font de suite. 

Supposouâ à |>résent c|uc nulle part on ne trouve un angle, et que 
par conséquent, en désignant par tb la diffiirentielle de Tare AM, les 
rapports 

fljr dr 
tli ' ds 

varient d'une manièi-e continue quand l'arr s grandit par le mouve- 
ment de M vers B. Le polynôme P, qui est nul en A et en B, peut 
croître ou décroître quand ou marche de A vers B; mais s'il a crû 
an commencement, il doit ensuite décroître, et, s'il a décrù, croître 
pour se retrouver au point B avec la même valeur qu'au point k. Il 
laut donc que la différentielle 

diange qodque part de signe dans l'interfaUe de A à B. Le fiictenr 

ds est essentiellement positif. C'est donc Taulre filCteur qui doit chan- 
ger de signe; et comme les fonctions 

dV rfP A <ty 
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sont rojif itiuos, ce n'est qu'en s'évanouissant qu'il pouriM le taire. 
Il y aura donc entre A et B, sur la ligne ÂMB, nu moins un point M 
pour lequel 00 aura 



_Jx4-^c/7 = o, 



c'est'à'dire 



puitqne le» deux dérivéei partielles 

ont des valeurs égales et de signes contraires. 

Or, des équations (1) et (a), qui ont lieu au point M toutes lesdeui, 
on tire sans peine, en élevant au carré et ajoutant, 

[{S)'H-(sn('^-^/')=o. 

et coruiiie dx^ -h dy"^ (ou ds^) ne peut pas se réiluirc à zéro, il iaut eu. 
conclure qu'au point M dont nous nous occupons ou a à la fois 



et 



partant 

/'(») = o> 

en smrte que le p(HDt M n*est autre chose qu'tm des points A', B^ 
C,... définis plus baut. Le théorème énoncé ci*desaus est donc 
complètement démontré. 

Le théorème dp Rolle est xm cas particulier du nôtre. Supposez, eu 
effet, que les coefiicients a,, - m <^m-^^ «m soient léels. Alors le poly- 
nôme Q sera de la forme ^R, R étant aussi un polynôme entier. Si 
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donc on a deux racines» réelles de J'[z)— o, elles répondronl a deux 
points A, B ntaéi sur l'axe d«s axe lur lequel on a ^ » o, partant 
Q^o. DonCy entre A et sur Taxe des Jt, il y aura an moins un 
point A' pour lequel la déri\ ('o f'{z) sera égale à zéro. Autrement dit, 
enlrf deux r:»cines réelles de f[z) — o, il y a au moios une racine 
réelle de J ' {z) = o. C'est le théorème de Kolle. 

lïotre tbéOTème (comne celai de Bolîe) peut être étendu» soui des 
conditions faciles à comprendre d'après la dénionstratlQn qui précède, 
aux équations transcendantes. 

Ajoutonfqtie, sans même sortir du cercle des équations algébriques, 
on pourrait donner à l'énoncé une iorrae plus générale (en apparence 
du moins, car au fond c'est toujours le même théorème). Pour cela, 
faisons 

et 

)., /X, y, p désignant des constantes qnelconqueSf pour lesquelles ce- 
pendant on n'ait pas 

^ — = o. 

Soient b et c deux autres constantes quelconques. Si l'on |>eut joindre 
p.-jr une ligne non înterroinpue GLU, le long de laquelle on ait par- 
tout U = h, deux points G, H pour lesquels V prenne la même 
valeur c, jc dis qu'il y aura entre G et H, sur la ligne GLH, au moins 
un point A', répondant à Téquatiou /'{z) ~o. 
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SUR LA FORME 

X* -+- 7' -f- «• -f- «" -1- k' 4- 3 } 

Pak JU. J. UOUVIIXE. 

1 . Étant donné an eotier quelconque n, on demande une exprès* 
«on simple dn nombre 

N (n = X* s' -H- + «* 3f') 

des représentations de n par la ferme à sis variables 

X* -h f* 4- s* 4- + II* + 3v», 
c'est-à-dire du nombre des solutions de l'équation indéterminée 
fi = jc» -i-jr* + »* 4- 1* -H II* 4- 

ou JT, j-, z, u, p »oiU des entiers indiiTéremmeut positifs, nuls ou 
négatifs. 

Pour répondre à cette question, il convient de mettre en évidence 
les ructeiir.s a et 3» quand ils entrent dans la composition de fi. Nous 
poserons donc 

les exposants «t, ^ pouvant se réduire k séro, et m désignant un entier 

itiipait , pi-Ruiier à 3, par conséquent un entier de l*une ou de l'antre 
des deux formes linéaires 

♦ 

6A* 4- 1 1 6* — I . 
Nous aurons à nous servir du symbole 

(?) 

t*mix («••4fi«).>-iiMwie«t. la 
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ât Legandre. On nit que 

quand 

ut = 6A + I , 

et qu'au contraire 

(?)— 

quand 

La valeur de 

(î) • 

influe aur cdle du nombre demandé 

N (a* 3^1» = jc* -hj' H- H- + it» -h 3p»), 

et les eKpoaanta /S jouent aussi un rôle dans la question. Mais on a 

surtout à considérer une certaine fonction numérique de m, propor» 
tionnellement à laquelle 

N (**3^m =5 X* -i-.r' 4- z» -4- <• + «» 

varie pour le système infini clos entiers 2*3^m qui répoudent 4 des 
valeurs doouées de a, ^ et de m (mod. ti). Si Ton décompose 

m 

de toutes les manières pomibles en un produit 

dâ 

de deux facteurs conjugués, la fonction numérique dont je parle 
s'exprimera par 

Mi)"'- 

Il est donc bon d'entrer dans quelques détails sur cette fonction nu- 
mérique importante. 
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2. Quand m est de la forme 6 A -h 1 , on a 

(!)-«> 

d'où 

La fonction numérique 

exprime donc alors resoès de 1» somme des ctrrés det divbear» de m 
qui tout 51 (nod. 6) sur celle dei carrés des diviseurs de m qui 

sont an contraire =— t 'mod. GV 

L'inverse a lieu quand m est de la forme 6A; — i , ce qui donne 

a)=-(s)- 

d'où 

2(ï)'^— 2(ï)-'- 

Dans ce dernier cas, notre fonction représente l'excès de la somme 
des carrés des diviseurs de m qui sont = — i (mod. 6) sur celle des 
carrés des diviseurs de m qui sont s 1 (mod. 6). 

1^ fonction 

est égale i l'unité quand mai. Quand m^<ttf»..^ a, 6, etc., dési- 
gnant des nombres premiers distincts, la somme qu'elle désigne peut 
être remplacée par un produit dont les facteurs dépendent réspecii* 
vpn>rtu rie a, h, etc., et que, d'après une notation souvent employée, 

nous pouvons écrire ainsi : 

n[«"+(î)-"-'t''"-'+(î)''--'*-} 

la.. 



Digitized by Google 



^ JOURNAL D£ MATHÉMATIQUES 

On voit, par celle expression en produit, que la fonction 

est du genre de celles que nous disons dêcomposables en fadeurs. On 
voit aussi qnVIle a tonjoor.s tinf> valeur positive; et c'est pour cela 
que nous la préférons a la fonctiou 

qui lui est numériquemeot égale, mais dont la valeur est tantôt posi- 

tivc, tantôt négative. 

Je ferai encore observer qu'en donnant au symbole de Legcndre la 
signification plus^éteudue que lui attribue Jacobi, ou a 

Cette remarque nous wrvira plus tard à mettre en évidence oerlaines 

analogies dont nous ne voulons pas nous occuper ici. 
Pour m 5, 7, II , i3, etc., la fonctiou 

prend les valeurs suivantes: a4t 5o, lao, 170, etc. 

3. Maintenant revenons à l'expression cherchée de 

M (a'S'm = je* -1-^ ^ a». + 1» + »• -h 31»»), 

et, pour plus de clarté, passons graduellcnient du cas le plus simple 
au cas général. Simplifions d'ailleurs récriture en mettant 

au lieu de 



PURES ET APPLlQUÉt:S. 

.Cette notation abrégée ne pourra tromper personne. En t'emplojrant 
dans cet article et dam les arikto suivants, nom ne rappliquerons à 
la forme 

JC* '^J* + z" + £" -H «■ 4- Sm" 

qu'en ayant soin chaque lois de rappeler le sens que nous y attachons. 
Oq a*a donc aucune confuiion k craindre. 

Cda ^ntf soit d'abord « = o, jS = o, c*esl4<dîre occupons-oons 
de là valeur de 

N («»), 

m désignant un entier impair et premier k 3. Tobtiais pour ce cas la 
formule ci^après 

{,) î'l'") = [9+(i)]2(5)'''- 

Eo d'autres termes, oo a 

.ii(i»)=io2(|j d\ 

quand 



N(i»)=82(|)-^% 

quand 

ni as 6A — I . 
Ainsi, pour m s: i, on doit avoir 

N(i)=ioî 
et oela est confirmé par Tidentité 

i=z{± i)» ■+■ o*+ o* + o» + o*-l-3.o*, 

où l'on peut mettre {± cinq places différentes. 
£n passant au nombre 5, on trouve 

N(5}s8.a4si93. 
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Or les ideotîtét 

5=i*-t-j»-4-i»-+-i*-f- i»-+-3.o', 
5 = j -H I ■ 4- o' + o' -f- o' -H 3.0*, 
5 = i' -t- i' •+• o* -j-o* -ho' -4- 3.1% 

en affectant du double signe db les racines des carrés qui ne &ont pas 
nuls et en opérant les permutations convenables, fournissent en efiet 
cent qua'tre>viDgt-douze représentations de l'entier 5 par la forme 

*' + -H »• + <* -t- «* -1- 3«^, 

la première icienlité donnaiU trente-deux représentations et cUiictiiie 

des deux autres eu donnant quatre-viugb. 
En oontinuant, on obtiendrait 

N(7) = lo.Do = 5oo, 

pNiis 

17 (I i) s 8. 1 ao = 960, 

et ainsi de suite. Mais je n'insiste pas sur ces applications numériques. 
4. Pour les entiers impairs multiples de 3, la ▼aleor de 

N {y m) 

n'est guèra OKKns rimple. le trouve, en eflet, que 

W «(3^«) = [9"^'t-(i)]2(3)'''- 

La formule (a) reste exacte pour p= o. Elle se réduit alors à la for- 
mule (1], qu'elle peut par conséquent remplacer, tout en ayant plu» 
d'étendue. 

Lorsqu'on veut distinguer les doux cas de m~i (mod.G j et de 
I (mod. 6), la formule (2} se décompose ainsi qu'il suit : on a 
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quand 

mats 

quand 

m = Sk — I. 
En prenaiit m s= i« /S s i , cela donne 

a 

résultat confirmé par les deoa identités 

3s I* + i* + o*-i-o»4-3.o» 

et 

3 =ï o* -h o» -h o' + o* H- o* + 3. I*, 

qui foumîsseat qQatre>vingt<de«x représeutatioiu de l'entier 3 par la 
fonne 

X» -1-^* ^^^t>^u*-h 3f% 

•i l'on a soin d'affecter du double signe ±. les racines des carrés qui 
ne sont pas nuls et d'opérer les permutations convenables. On s'assu- 
rera de même que 

N (g) = 4- 1 = 73o, N(i5) s 80.24 = igao, etc., 

couform^ment k la formule ^a). Je ne m'arrêterai pas à développer 

ces exemples. 

9. La formule 

peut être établie directement pour une valeur qudeonqae de/3; mais 
on peut aussi démontrer d'abord la formule 

(.) «w= [9 +(i)]2 (!)''• 
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puis en tirer l'équation (a) en prouvant que 

Ajoutons que Téquation (3) peut être rendue plus générale; car elle 
s'étend aux nombres pairs. &i d'antres termes, q désignant un nombre 
premier à 3, mfis d'ailleurs pair ou impair, on a de même 

(4) N(3^9) = 7,r-^^'l'' 

L'équation (4) nous débarrasse des dilHcuItés provenant du facteur 3; 
et si nous avions trouvé pour tout entier a' m, pair et premier à 3, 
la v^eur de 

nous en conclurions sans peine celle de 

La question à laquelle cet article est surtout consacré, et qui déjà est 
résolue pour les entiers impairs, le serait donc aussi pour les entiers 
pairs. 

6. Occupons-nous donc des entiers pairs, premiers à 3, et commen- 
çons par l'entier impairemeut pair a m. J'obtiens à ce sujet la formule 
suivante : 

Ainsi, par exemple, 

H(a)«4oj 
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ce qu'on Vérifiera un moyen de Tidentité 

a = (i: 1)» + (i 1)» -t- o» 4- o» o» + 3.o\ 

en y effiectuant les permutations oonvenables. 
De Ik encore 

N (io) = 5o.94 ~ laoo. 

Ici on a les identités 

10 = I ' -H 3' -I- o' -I- -f- o' -I- 3.0', 
!o = 1* + I* -4- a" -H ji' -i- -t- 3.0% 
10= i« -H ï«-|- i» + a»4-o'-+-3.i». 

On y donnera le double signe ±: aux racines des carrés qui ne sont 
pas nuls et on y opérera les permiifafions convenables. La première 
identité fouruira ainsi quatre-vingts représentations de l'entier 10 par 
la forme 

«» +7» + -I- + «• -I- 3 «»» î 

la seconde en fournira quatre cent quatre-vingts et la troisième sii 

cent quarante. Or 

80 -♦- 48q 4- (>4o = laoo. 

L*équation 

5(lo)=t20O 

est donc exacte. 

En combinant ia formule (5) et la iormutc (4), dans laquelle 00 
prendra q = am, nous obtieadrunii la valeur de 

N{a.3'«), 

Il fiiodra se souvenir que 

(t)=-(ï)- 

et alors on trouvera 

(6) . N(a.3^m)=:5[9^-_(5)]2(|)^. 

TMMl]L(i**éfiaV - Mm iKiii. l3 
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Par exemple, 

ce qu'on vérifiera sans peine au tiioyen des identilés 
6= I» + I» -i- a» -h o" -»- o» 4-3.0» 

et 

6= I* -i- I* -H I* + 0' + 0* -4- 3.t'; 

la première fournit deux cent quarante représentation», ta seconde en 
fournit cent soixante. 

7. Relativement aux entiers paircincnt pairs, premiers ou non à 3, 
voiri les résultats qu'on obtient. Ces entiers peavent être représentés 
par 

on par 

suivant que a y entre avec un exposant pair, ou avec un exposant 
impair. Or je trouve, d'une pari, 

(7) ' N(a'='-^"3^m} = i(4'^-^-9)îi(3^m), 

■ 

et, d*aatre part, 

C8) » (a*''*53^« j = ^ ie'-*-^ + 9) N (a . 3^«). 

En portant dans Téquation (7) la valeur de 

N {3^»i) 

fournie par Téqualion [%), on a donc 

(9i » {."-^-yn,) = i [9'-' + (5)J (4-' - 9J 2 (ï) 

Portant ensuite dans la formule (6) la valeur de 

N(a.3^m) 
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fournie par l'équation (6)» on a semblablement 
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(.o) N (,''*^3'' m) = ^ [9^-' - C^)] (4^'-^ + 9) 2 (5) 

Et ces formules (9), (lo) peuvent se résumer dans la fdwniule unique 

(II) » (a*3/»«) = I [o^-^-'+i—r (?)] [4-"'-(-ir.9]2 (I) 

liur laquelle uous allons présenter quelques remarques. 

La formule (11) a élé établie à Toi rnsioT> des nombres pairement 
pairs; il semblerait donc qu on dûi nécessairement y supposer a> i. 
Cependant elle est vraie aussi pour a = 1 ; car elle coïncide alors avec la 
formule (6). Ainsi elle comprend la formule (6) qu'on peut dorénavant 
mettre de côté. Mais on De peut pas y faire « = o; le cas de a = o est 
résolu sé|)arément par la formule (2). Les forimiles [-j) et (11' 'dans cha- 
cune desquelles on iieiil faire |3 = o) repoiult-nt doiir, l'une aux entiers 
impairs, l'anire aux entiers pairs, et parlant, à elles deux, suffisent à 
tout. 

Au reste, il serait facile de les comprendre en une seule et même 
équation ; car le résultat que donne la formule {l 1% quand on j sup- 
pose a ss o, n'est inexact que par le signe. Or on a 

|>our a > o, et 

^-l) =-l 

pour a =0. En substituant à ta formule (1 1) cdle-d : 

.3) N i2'ym) = j(- .r[9^*'+ (- -r (ï)]U''"'- (- •r-9Ji;(5)^% 

on aura donc une formide unique, applicable à tous les cas possibles. 

Je me bornerai à nu seul exemple, celui du nombre 4* l* formule (1 a) 
donne 

]!f(4)«a(4«-9)»JlO. 
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Or les identités 

4 »3'-l-o -f- o + o -H o -h 3 . o*, 
4 = i>+ i»+ j»-;-i>+ o -i-3aoS 

4 sas I » + ©■ -1- O* + O* -J- O* -h 3 . 1% 

où l'on doit opérer les permutations convenables, el atïecler du double 
signe A les racine» des carrés qui ne sont pas nub, fournissent cfiec* 
tÎTeoicnt cent d» repr^ntations de Tentier 4 par la forme 

JC* 4- a* -t- + «* -4- 3 } 

■ 

■ 

la première en fournit dix, la seconde quatre-vingts, U troisième vingt* 
8. Jusqu'ici nous n'avons cherché que le nombre total 

N(a-3^«) 

des solutions propres ou impropres de l'équation 

a* 3^ m = ^» + s" + ^ ' H- «" -h 3 . 
On peut désirer aosn d*avoir séparément le nombre 

M (a" 3^ m) 

des solutions propres, c'est-i-dire des solutions exprimées par des 
valeurs de je, a, i, u, i^, non divisibles k la fois par un facteur com^ 
mun > I . Alors, au lieu de la somme 

il faut introduire le produit 

n[«"+(i)«"-'], 

relatif aux lecteurs premiers de l'entier 
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puiâ poser 
où 

C(a,/3,m) 

ert une fonction de «, de |9 et de m (mod. 6) dont nom allons donner 
reiprewion en distinguant les cas divers dea=Otasi,flr=sa,a>2. 
1ViiiTa=o, ona 

C(o, o, m)as9-+- ^yj, 

puis 

C(o, i.»»}=8i4- (J), 
et enfin, quand p est > i, 

Ci^o, ^, m) = 80 . g '. 

Pour a = I , on a 

C(i»o,m) = 5[9-(| 

pins 

C(i,i.«) = 5[8i~(f 

et enûof quand /3 e&t > i , 

C{i,p, «)-t4ao.9^-'. 

Pour et B 3, on a 

C(a, o, m) = to^g-i- i^j 

puis 

etenfiu, quand ^ est > 1 , 

C(a, m) = 8oo V' 
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Pour a > 3, on a 

C («» o, 15.4— [9 + {- «)" (î)]» 

puis 

C («. I , m)« 1 5.4*~* [»! + (- «r ( j) ]' 
et enfin, quand /3 est > j , 

C(a, P, /") = 75.4""'.9'"■• 
9. Cberclion» encore le nombre 

(a" 3' m = X» -H 7» -1- 2» /» -h tt' + 3 P-* ) 
des solutioAs dont l'équation 

jouit quand on n'y admet pour jr, s, (, u, v que des valeurs entières 

et positives. Il est bien clair que l'on n'a de telles solntioDS que quand 
l'exposant » « sr ;ui moins (>g:)l h 3. Soît donc a = c + 5. Il s'agit de 
donuer une expreiiâiou simple de 

ou, pour abréger, de 

Or, je trouve que 
s'exprime par 

le signe supérieur devant êlr» employé quand i*m n'est pas résidu 
quadratique de 3, tandis que quand 2*m est résidu ôn doit prendre . 
le signe inférieur. 
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En d'autres termcsi on a 

(.3) *(8 . >'3'«) « (^)] 2 (s) rf*- 

Cette équation résout la question proposée. On peut y faire e = o, 
et aussi p = o. 
L'équation (i3) doikn« 

résultat confirmé par l'équation 

8 s I* -I- 1* -I- 1* -h I* 3 , I*. 
Elle doDDê iMuai 

06 qm $*40ook)o avec In identité* 

l6 -3*4- l»-f-3.l», 

i6= i»-h3»h- 3 .1% 

l6= i»-M»-{-3»4- 1*4- I»-<-3.l% 

i6= I» 4- 3»+!» + 3.1», 

J'en lire encore 

or on vérifiera aiténient Teiactiiude de ce dernimr tésuhat au moyen 
de ridenlité 

a4 = l'H- 1' + 1» + 3»+ 3*+ 3 . 1», 
en y effectuant les permutations qti'elle comporte. 

10. Si, tout en continuant à ne prendre pour valeurs dv jl , j\ z, (, 
Uf V que des entiers impairs et positifs, on imposait en outre à ces 
entiers la condition de n'être pas tous divisibles par un même fac- 
teur > 1 1 le nombre 

ait(8.a'3^iit) 
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des solutions que Téquarioii 

8 . a* y m = X» 4-/» »» H- <» tt» -I- 3 V» 
conserverait dans ces conditions nouvelles pourrait devenir inférieur à 

et voici comment on le déterminerait. 
Introduisons de nouveau le produit 

n <.■'-} 

relatif aux (acteurs premiers de Tenlier m = a'*6% . . . , et posons 

im.(8. a'a'm) = D(e, jS, «OJ! (f)^""*]* 
Le facteur 

D(6, ^, m) 

sera une fonction numérique três-simple de s» de ^ et de m (rood. 6). 
On a 

D(s.o,m)=:a»-»[9-(*ir(j)} 

puis 

D(s, i,«.)-a—^[8.-(-i)'("^)]; 
enfin, pour p > i» 

D(«, j9, i»)«5.a"*'.9i'-. 
Je me dispenserai d'ajouter des exemples. 
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■ 

SUR LA FORME 
^ + 3 4- *» + + a' »^)î 
PiB M. J. UOUTILLE. 



1. On demande une esprewion simple du nombre des reprèttDla- 
tions d'uD entier donné n par U forme à six variaUes 

*' + 3(/« + + + + «I»), 

c'est-à-dire du nombre 

N [« =: JC* H- 3 -I- «• -I- *• a» -1- 1»»)] 

des solutions de l'équation 

» = jC«-h3(/«-l-»»-|-l»-t-tt»-l-P») 

où jr, z, t, U, c sont dn entiers iodifEbemment posilib, nob ou 
négatifs. 

Il sera £M!ile de répondre à cette question, si l'on se souvient «fe ce 
que nous avons dit dans rarlicle précédent (dont nous conserverons 
ici toutes les notations) au sujet du nombre 

des solutions de l'équation 

n s X* -t-y^ -i- »» -h «» -H 1^ -I- 3w*. 
Mais d'abord observons que l'équation 

»asjc*4-3Cr* + «" + + !»•) 

est évidemment impossible quand n est de la loruie 3g -t- a, de ma- 

ToimilX(a*iéria).-MAUi864. '4 
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nlère qiie 

N[3g -h a = x»4-3(j''-*-s«-f <« + tt»-t.M»)] = o. 

11 ne faut donc s'occuper qne des entiers multiples de 3 et des eniie» 
51 (uod. 3). 
L'^qaaiîon 

3« = 4- 3 (j'» + ;»« H- I» H- tf» + »^) 

exige que X soit muUiple de 3 ; et, en posant x — 3jr,, elle se change 
en crilexci : 

» «B/-» -h** -h 4' -»- «* i^* -I- âJtJ, 

qui lui est parfaitement ^uivalente et dont le «ombre 

M(/ï) 

de solutions a été déterminé. L'dqoalîon 

N [3ii = + 3 (7» H- z» + a» 4- v»)J = N {«) 

répond donc à la question actuellei en tantt|uHI s'agit d'un entier 

raultiplc de 3 

Le ca» des entierâ s i i^iuod. 3) ulïre plus de ditficulté; j ai pour- 
tant réussi H le résoudre en prouvant que 

N [3^ 4. 1 as jc« -t- 3 (7» + «» <» -h II* -i- !•»)] 
vaut précisément le cinquième de 

N (3g^ -M = a:' -hj* -h s» -h *^ -h -h 3v*)» 
c*est>à-dire, d'après notre notation, en prouvant que 

N [3g-M = -j- 3 (/* 4- -H 4- tt» -H v')\ t3g -H I), 

8. Les quelques lignes qui précèdent ponrrateBt paraître suffi- 
santes; mais il ne sera pas inutile* je crois, de donner explicitement 
les formules qai en résultent. 
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Posons 

n = ik'd^ntf 

m étant un entier impair, non divisible par 3. Si l'on a ^ > o, la va- 
leur de 

N[a"3^TO = X» 3(jf* 4- a* H- -H «» -H w»)] 
sera, comme 00 vient de le Toir, égale à celle de 

N(a-3^-'mJ. 

£0 appliquant la formule (ta) de rarticle précédent, on obtiendra 
donc (dans le cas de J3 > o) ponr 

H [a"y m = 3 (j' 4- a' -h -h ^- 

TesprcMion suivante 

[9* + i-r (?)] [i- - (- «r.9l 2 (î) rf'- 

On admet pour a la valeur zfVo comme toute autre valeur, et il im- 
porte peu qtip l'entier f.^y in soit pair ou impair. Mais il est bien re- 
marquable que cette expression reste exacte même quand ^ =r p, en 
sorte que la valeur de 

N [a*m = jp» + 3(j^» -t- s' <» 4- «' »»»)J 

est 

${-•)"[.•*-(- ■)■ (î)] [4- ■-(-.)•• 9] 2 (î) à'- 
En effet, quand a^m est de la iorme 3^ 4- a, oo a 

(-)Hi) = (4=)=-'. 

d'où 
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ce qui s'accorde bien avec réquatioo 

M [3g H- a = X» -h 3 -f- 4- + w' H- f*) = 0} 
et quand a*in est de la forme 3|r + i , on a 

d'où 

(ï) 

ce qui conduit pour 

N [a*« =s jc» H- 3 (7» H- s* H- <* -I- a» + »<*)] 
à la valeur ci-aprés 

|(_,)'"[4-"-(-.r.9]2(^)''', 

laquelle est exacte, car c'est précisément (dans les conditions admises) 
celle de 

Quelques exemples numériques sulBront, je pense. Notre méthode 
donne 

N [i =s jr» -H 3 ( r" a* 4- 1' H- «* H- i^)] = a, 
ce qui est évident à priori} puis 

N [3 = 3(/» + s» + £• + «• H- p»)) = lo, 
ce qui s'accorde avec l'identité 

3 = o* + 3[{± r)*-i- o« + o» -I- o* + o*), 
où l'on peut mellre i^::L i)* à cinq placer distinctes; ensmle 
N [4 = + 3 (j» -j- *' H- + »• + !»•)] = aa, 
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résaltat doot on vérïBera r«aictihide ao moyen de l'identité 

4 = (±; a)» -h 3 (o» -H o» -4-o" -H + o») 

qui donne deux repréieoiaiions de l'entier 4 P^i* 1> fonne qui nous 
occufie, et de ndentité 

4 = i»+ 3 (1» H- ©■ + o* -♦- o* -f- o*), 

qtri en fouiiiira vingt, en y affectant du double si^tu^ ± les racines 
des carrés qui ne sont pas nuls et en y opérant les permutations con- 
venables. ^o^IS terminerons par 

M 16 = -h 3 -h*» -i- H- u' -h v^}] = 40, 

et, cette fois, c'est de l'identité 

6 = o» -h 3 ( I ' -»- I ' + o* -H o* + o' ) 

qu'il fiiadra ae servir. 

3. Je ne ni arrêterai pas à chercher scparémeut le nombre des so- 
lutions propres de l'équation 

« = x' -f- 3 ( -t- z' -h /* -f- 4- 

non que cette rechercfie soit difficile: elle est seidemenl fastidieuse, à 
cause des cas divers qu'il faut distinguer; je m'en réfère donc sur ce 
point à la méthode générale qui soifre d'elle-raèine. Mais je veux 
dire quelques mots d'une autre question qui a de lUnlérét, et déter- 
miner le nombre 

JC [« = a' + 3 (7» + s» H- -j- tt» + t»»)j 

des solutions que l'équation 

n = X* -I- 3 ( j« -^ »* + 1» -»- «» -H V*) 

conserve quand on n'admet pour valeurs de jr, y, z, m, v que des 
entiers impairs et positifs. Cela suppose évidemment n multiple de 8, 
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sans quoi il n'y aurait pai de Idlea lolulions; il hxtt écarter aiuaà le 

cas de n = 3g 4- a. Enûn je mets de côté le cas trop facile de n nnil- 
liple de 3. Je n'ai plus dà$ lora que deux soppoailioos à (aire 

et 

la valeur 7=0 étant adinise comme toute autre valeur entière > o. 
Quand 

je forme la somme 

relative aax diviseur» conjugués d, i de l'entier 

et j'obtiens pour 

3t [ 8 3 ^ G A ~ I ) = + 3 -1- «• + + «• + V» )] 
rexpre&sion que voici 

Ain&i, en prenant */ = <», A — 1, 011 a 

jt; [8.5 = + 3 a» -h i« -I- 1<» « 6, 
ce qui cet confirmé par les identités 

4o = 5» 3(1 » -n» H- i« -Hi » -H I ») 

et 

4o= |»-|-3{5»H-l«-t- l*H-l»-M«), 

dans la seconde desquelles on peut mettre V à cinq places distinctes. 
£n prenant y = o, A:= a, on trouve ensniie 
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œ que Ton vérifie au moyen dcA îdenttléa 



W as I* 3 {5» 4- 1» -h l' -H I » •+- 
88s: i»^3(3«-H3* + 3« + i»-h i'), 
88 = 5« + 3(3* + 3«+ 1»+ 1% 
88 s:: 7« -I- 3 (3* -h I» -M • + 1» ^ 1»), 

en y cfFcctitant les pcrintitations qu'elles comportent; 
Soit eniin ys=zt,k=iiil nous vieudra 

Jt [i6o = -h 3 + a» + II' + i^)J = 96; 

et l'oti s'assurera que celte valeur est exacte, au moyen des identités 

ci-aprè» : 

160^ i'-+- '3(7»-t- l'-H l'-H r'-<- l'i, 

160= i^H-3(5^4-3--+-3--h'i--+- 1'), 

,60= f)*-H3(5»-i-3» + 3»+ i=+ I»,, 

I Go = 5» -♦- 3 (3» + 3' -)- 3' ^- 3^ -H 3'), 

,(3()^ ^»_H3(5*-f-3*-H r- -+ I- -4- i^), 

160= ll»H-3(3»H- I»-t- l'-H 1»), 

OÙ Ton opérera, bien entendu, les permutations convenables. 
Quand 

ii = 8.a'»-^'(a-t-i), 
formez de même la somme 

relative aux diviseurs cou^gués de l'entier 
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La valeur de 

at[».a'»*' (6* -h 0 as «■ + 3 4- »• -h i" + + !»•)] 



Aiatà, pur exemple, 

s= «* -h 3 (y^ -H Z» -H £» -htt' -H p')! = i ; 

Tidentité 

l6s=l*+3(l«-M« + l'-l-l*4- i') 

coiifirme ce fiùt. 
L*éqiulion 

x [64 = X* -H 3 f^" -H + -h «» -h f ')j = i6, 

que notre formule donne auiùt est confirmée à Mm tour per ks 
identité* 

64 = 5» -t- 3 (3' H- i' -t- 1» -H i« H- I»), 
64 = 7» -H 3( I» + I» + I* + I» 1»), 

# 

dont les deux premières comportent des permutations. 
On trouve encore 

X [16.7 = a:» + 3 (j'* H- + + a» + = 5o; 

et la vérification est facile au moyen des identités 

11-2= i'-f-3:5= + 3»-+- l'H- l'-H i*), 
iia= I» -4- 3(3^ + 3» + 3» + 3» -h I»), 
ii2 = 5»-h3{5»-(- 1'+ i'), 
lI'l = 5»-^-3(3'-l-3■'-{-3=-^ i»), 
iia = 7»-h3(3»-»-3»+ l'-i- i^-i- 1»), 

où l'on efifectuera les permutations convenables. 
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J'ajouterai que pour les repn^sentations à indéttminées impaires 
dont Dons TeiioiM de nom occuper, oonœrnant 1« fbrnne 

X» -h 3 (7» 4- a' -h t» + M* 4- V*) 

et les deux classes d'entiers 

la questirai du nombra des représentatioas propres est facile. 11 suffit 
de remplacer la somme 

par le produit 

relatif aux fiuslears premiers de ^k — tmétSk + i mis sous la 
forme nf^'...; ks coefficients restent les mêmes. 

4. La méthode que nous avons indiquée au n'^ 1 pour arriver à la 
valeur de 

H [«« H. 3 (^«-1- *■ -I- I» ^ It" -4- f*)] 

paraît assez sim|)le : le Icmme sur lequel elle rcpost^ est (railleiiri Hisé 
à démontrer. Peut-être ei»t-il bon pourtant d'avertu' qtie itoiii» niirionii 
pu suivre une antre route en rattachant l'équation 

n = + 3 (/' H- a» -t- -4- tt" -»- ) 

à ces deux'd : 

R = j;* -I- j* 4. ^ ^. |< ^. If* ^. 3ps 

et 

Zn SB «»-f-7" H- a* 4- -H àv*, 
dont les mvmbres de solutions 

Tome IX (s* Uti*^. — Mau 1864. I ^ 
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sont connus. On a, ea effet, 

N [n = jr» + 3(j'« + + + -H t>»)J=^(ioN(«)- M (3n)l. 

Cette relation est véh£^ par la valeur donnée plus baut pour sou 
premier membre. Mais die e»t smceptible aussi d'une démonstration 
à priori, et eo l'établissant ainsi on arrive directement à l'eipression 
générale de 

N{» es JC» H- 3(y» -»- «• + + «• H- ^ )]. 

Si I on voulait se borner aux valeurs impaires et positives de s, t, 
u, V, on trouverait de même 

» [« = 4- 3 -h i» -j- /» -I- *» -hi»' )] = j [ I oai (n) - ( 3ii )J. 
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SI R I.Â FORME 
ar* aa*+ af«'+ a*»"; 

Pis M. J. UHNTVILLB. 



t. Étant donné un entier quelconque n, ou demande une expres- 
sioD simple du nombre des représentations de n par la forme à six 
variables 

a* 4. s* -t- /»+ a«»+ anc h- a«^, 
c'est-à-dire du nombre 

N (« » X* -^jr* a* -h <* + ai»' H- auf 4- a <»■) 
des solutions de réquation 

où a^, 2, <, 0 soni des entiers iodifféremment posilîfii» nuU 011 

négatifs. 

Comme les facteurs a et 3, quand ils entrent dans n, jouent n» 
ràle k part, nous li»ons 

R = a* S'*!», 

m désigti.mt un entier impair et premier à 3, après quoi uous iutro- 

diiiron'» la somme 

relative aus divisears conjugués d, à de l'entier 

m =s d&. 

Nous distinguerons d'ailleurs les deux cas de 

« = o 

i5.. 
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et de 

a>o. 

2. Soit d'abord a= o, en sorle qu'il s'agisse d'un entier impair y m. 
Je trouve pour 

If (3^ m = â?* -f- 7* -H -H au* 4- aiM» -h 3v*) 

la valeur suivante 

[9^^'-(r)]2(l)'''- 

On peut supposer p = o, et atora on voit que 

N (m = â?* -h -h «* Hh ^ + au* -t- aifp + ai^) 
s'exprime par 

[9-(î)]2(î)'"- 

c'est-à-dire par 
et par 

■■'2(1)'^ 

quand 

msGA — I. 

Ainsi» par nemple, on a 

N (i = a:* 4- j'» -i- a* -h -i- ait' -I- auM H- ap») = 8, 
et. cela s'accorde avec l'identilé 

I = {±. i f -H O* H- + O* -h a,0^-<- 2.0.0 -t- 2,0*, 

dans laquelle on peut mettre i quatre places distinctes, le me 

contenterai de ce seul exemple. 
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3. PiMOOS aux entiers pairs exprimés par 2* 3^ m, sous la condilion 
de « > o. ]*obti«M pour 

N (a* 3'* m = -h y -h + + aw* -H uuv ■+■ ai»'), 

flous celle oonditioD de a > o, et quel que soit |3, rexpressioii ci*aprési 

5 [^*' (- »r (j)] [a'^'-'-H (- !)• . i] 2 (I) ^^ 

Potir p = c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier pair non multiple 
de 3, la valeur de 

est donc 

g [9 - (- .)• (î)] .)■• 2 (î) 

Le cas le plus simple est celui de a = 1 . On trouve le nombre 
JH (am Œ jt« -I- jr« 4- s> -I- 4» ^. aa* -1- 3«v -I- 91»") 

='[9*(i)j2(ï)<". 



-dire égal à 

quand 

|l||a6A-l-I, 

et& 

quand 

iiss6A — I. 

Ainsi» par exemple, 

N (2 = jc* H- -i- s* 4- + 4- 2UV + ai»') = 3o, 
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ce qui s'accorde avec îes identités 

a = o"'' H- o' + o- + -t- 2 (±: i)» a.o.o -f- 2.0', 
a as o* -t- o' o*-»- o' -h a.o* + a.0,0 -h a(± i)*, 
a = o*-i-o*-i-o*«»' o*-h3(±:i)*-h a(* i)(h? 0+ ^(sf j)', 

et 

2 =s i" -4- i* + <►» -h o* -j- a.o^ -»- a.o.»+> 2.0'. 

Cette dernière identité, où l'on doit affecter du double signe les 
racines des carrés qui ne sont pas nuls et opérer les permutations con- 
venables, fournit vingt-quatre représentations de rentier a par la forme 

-H ^* + s* + t* -h ait" -I- »uv -I- ai»». 

Les autres, dans b troisicttie descjuclles les signes supérieurs et inférieurs 
se correspondeof, en fournissent six. Or 

6-i-a4 = 3o. 

i. On peut désirer une expression de 

N (a* 3^ TO s= jc* H- ^» -H + <■ + a»' + aw + 3 v») 

qui soit absolument générale, c*est-à-dire qui reste exacte nu ine pour 
er = o. Celle que nous venons de communiquer (au 5) ne jomt pas 
de cette propriété. Quand on j fait cr s elle donne une valeur triple 
de la véritable. Pour remédier à œt inconvénient, il aurait suffi de la 
diviser par le facteur 

a-(-ir 

qui est égal à i pour a > o, mab égal à 3 pour «r » o. Nous avons 

pensé quMl valait mieux distinguer et traiter st^parément le cas des en> 

tiers impairs et le cas des entiers p Ceux qui voudront, au con- 
traire, les réunir dans une nténie formule le feront, comme ou voit, 
bien facikuienl. 
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SUR LA FORME 
a** + AXjr -h a/* -|- 3 («» -h + «» + j; 

4 

Pas m. ë, UOIITILLB. 



I . On denaande une expression simple du nombre des représenta- 
tions (11111 entier donné n (ou 3*3^1», m impair el pranier à 3) par la 
forme à six variables 

ajt* -h axj' + aj* +• 3(** 1* + 11' + 1»'), 

c est-à-dire du nombre 

N fa« 3^ m = ax» + a + 3 j* -l- 3 (»• + t* -H »* + 

des solutions de l'équation 

a*3fm = a«"H- aop/ + a^+ 3(»' + »•+ p"), 

où JT, j-, <, c sont des enliers indifféremment positiis, nuls ou 

Pour répondre à cette quatton, on démontre d'abord (ce qui c»t 
Irèsi-facilc) que J'éqiuitioii proposée est impossible quaod l'entier donné 
est de la forme 

3g -h I. 

En d'autres termes, on a toujours 

Le cas d'un ent iei multiple de 3 est aisé aussi à traiter; car on protive 
sans peine que la valeur de 

N [3» s= 2X* 2Xjr + %j* -h 3(** + 1* -h tt* + P»)] 
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est égale k celle de 

JN {n ssi jc* -i- jr* -i- + 1* + 2«"-h aiiM-i- 2V*), 

laquelle a été donnée dans 1 article précédent. 

Reste le cas plus difficile d'nn entier doané 3g + a, c'est-à-dire 
5—1 (mod. 3}. Cependant! je parviens alors à montrer que la valeur 
de 

ïï[3gr -f- a = ax* -h 2xjr-hajr^ 4. 3 (,« ^. ^_ p>)J 
est précisément ^le au cinquième de celle de 

N(3g 4-2 = 0;' -hj^ 4- z* -h -H a«*-j- aav-h av*), 

qoi a été donnée aussi dans Tarlicle précédent. Les cas divers qui peu- 
vent se présenter sont ainsi tous résolus. 

S. Passons aux formules explicites, en distii^iant le cas d*un entier 
impair et celui d'un entier pair. 

On trouve d'abord, en supposant ^ > o, la valeur de 

N [y m = ax" -4- 2x7- -i- 2^ -h S [z^ + -h u'' -i- v' j\ 

é^leà 

[»'-(?)]2(^)<". 

le signe sommatcrire portant, comme dans l'article précédent dont nous 
conservons toutes les notations, sur les facteurs conjugués i de 

l'entier m ^ dè. 

Il est remarquable <{ue ce résultat reste exact quand on fait p s=o. 
En d'autres termes, la valeur de 

N [m s ajf + a JTf -h a^' + 3(^ -t- «• -1- n" -h i»" )) 

est égale à 
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savoir : égaie à zéro quand m = 6A -t- i , mai» égale à 

quand m = 6^ — 1. 

5. Pour a > 0| et quel que soit la valeur de 

N [a* ^mss a«» + asgr-i- aj* + 3 («• -h + «• h- v")] 

est 

I [»'- (-)' (?)] [."■'■+(-.)•. î] 2 (I) j". 

Aiosi, «Q particotiert «oo» la cooditioD de « > o, 

N [a" 1» «= a**-»- ajy-h a^*-»- 3 (a» + -i- «• H- i^)] 
s'exprime par 

s [' -(-')' (s)] [=■"*■+(-)■• 3) 2 (s) 
quantité égale à zéro quand 

i-r(T)='. 

c'està-dire quand 

a'msSg+i, 

mais égale k 
quand 

a*m=3|f-^a, . 

vu qu'alors 

-(-r(î)=- 

4. ^ous nous conienteroDs de deux exemples tirés des entiers 
a et 5. 

Nos formoles indiqoent pour eux respectivonait six et quarante» 

Tmw IX (3* •érto). — Nam iMf. %S 
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huit teprésentatioi» par la ferai» 

aor* 4- a jcj^ 4- ajr* -f- 3 (»* -•- 4- «• + f*). 

Or l'équalion 

2 = ajc* -H 2x;y-4- 2j* 4- 3(5* H- /* 4- tt' 4- p*) 

a effecthrement sla aohilioiM <|u'qi» obtient en firenant 

a s? O, < = O, K sa 0, il =: 

avec 

ou bien avec 

ou encore avec 

x=i, ^ = -1, 

ou enfin avec 

A «on tour réqualton 

5 = a«* 4- ajp;' 4- aj* 4- 3 4- !• 4- «* 4- i^) 

offre quarante-buit solutions. Les valeurs de x, ^ à employer sont 
les mêmes que ci-dessus; maïs il ne faut cette fois égaler à zéro que 
trois des indéterminées 2, U quatrième devant être égalée 

k±.i. 
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SUR LA FORME 

Paa h. j. UOUVIEU. 



1 . Étant donné un entier quelconque n, ou demande une expressioii 
simple du nombre des représentations de n par la forme à six Tariablfla 

jc* + -h a«»+ aan- al* Sa» + 3i»», 

c*ert^-dire du nombre 

N (iic= aa^ -4- ai< + a<*+ 3»* -t- 3«^j 

dci adntioiu de l'équatkHi 

n » or' -4- as' + aa* -h ai» + 3i*' -h iv\ 

où Xt J'y ttf sont des eotiers indiStéreminciit poiitibp nuk on 

n^itifs. 

réponse à celte question deviendra facile au mojeo d'une relation 
que j'ai obtenue pour rattacher la forme 

«' -h j' + aa» + a*< -h + 3«* + 3«»S 

doot nous voulons nous occuper ici, aux deux formes 

«• -»- ^ H- 1* -t* + «• -K 3i»* 

et 

JC» -h 3 {y -H 2» + -I- U« H- P»), 

auxquelles j'ai consacré les deux premiers articles du présent cahier. 
Je sub parvenn, en effet, k démontrer que Ja quantité 

4oN (« » «» -h /* -h aa" -h aa£ 4- *I"h« 3i»* ^. 3»^), 

t6.. 
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^le a quarante fois le nombre que nous cherchons, équivaut à la 
somme 

N (3n = x» + j'» + ««H- /» + 3»») 
+ 39N [« = 4P* -I- 3(7* + *• + «* -I- 

dotit les deux termes soDt connus d'après ce qui a été dit dans les 
articles cités. 

2. Pour arriver à des résultats eipliciles, reprenons les notations 
introduites au lieu indiqué, et posons à notre ordinaire 

m désignent un entier impair, premier à 3. La valeur de 

N (a" 3^«t := d?» H- j-» H- a" -K <» -H tt* H- 3»»») 

a été donnée dans l'article qui ouvre ce cahier, où die est représentée 
abréviativement par 

N(a"3^m). 

Ui valeur de 

N (3» = x« + ^* + »" -h «' + «» + 3i»«), 
c'est-A-dire de 

s*en déduira en changeant |3 ai J3 -hi . Quant à ta valeur de 

N [n = -+- 3 {jr' H- a* H- -»- M* + t**)j, 
elle est, comme on J*a vu, égale à celle de 

N{a"3''-'m) 

quand on a ^ > o} de pins, l'ezpressiou analytique ainsi obtenue dans 
rhypothése de j3s= o jouit de la propriété singulière de rester exacte 



■ 
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pour ]3 ^ et de fournir encore h valeur de 

N [là' m = X» +3(7^ + a» 4- 4- u» -H p*)]. 

Gela étant, si Dom dbHnguoiM le cas d*UD entier impair et le cas 
d'un entier pair, nous serons conduits aux condusions suivantes. 
En commençant par un entier impair 

3/* m, 

je trouve que 

K (î'm = jp» -H j^* -H as» + atf + 2l* -f- 3«* 4- 3*»*) 

s expriintr par 

le signe sommaloire portant comme d'ordinaire sur les diviseurs con- 
jugués df d de rentier m = dà. En particulier, la valeur de 

N (/« = X* -I- j'* as* -f- 32< -h H- 3«' 3f* j 

est 

Far exemple, 

N (i as «» -4- a»» -H a«r a** 3tt» -h 3«»») = 4, 

chose aisée à véritier. Vient ensuite 

N (3 = jc» -+-7» + as* -h »»< -h a<» h- iu* -h 3f*). 

Or l'équation 

3 = «• -H + as* -I- a»< -h a/* + 3u* H- 3i»» 

jouit en efltet de viogl-buit solutionst dont quatre répondent à des 
valeurs nulles de dr, s, avec une des indéterminé» m« égale à 
zéro, l'autre égale à ±: i ; les vingt«quatre autres répondent à u = o, 
V ss o, une de» indéterminées or, jr étant nulle, l'autre égale à ^ i , 
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«I z, t pventnt 1«* valeun iaivanleit : 

%s=i±Hf £ = 0, 

OU bien 
ou encore 

ou en6n 

« = — I, Issl. 

Soit inaiateiuunt a > o. le trouve que 

W (a'a'm as «» + 4- a»* + a»< + a«* + 3»* ^ Sv») 
s'exprime alors par 

■ [y*- + (- ,)• (f )j [4--' - (- ,r.9] 2 (I) <*•• 

' En prenant j9 » o» on e U valear de 
savoir : 

•[3 + (_,)-(|)][4—_(_,)..9]2(|)rf% 

mais toujours som In condition de a>-o. Soitcsl, par eienple, en 
sorte qu'oa demande la. valeur de 

N (am + aa» -h aal + a«» -H 3*4' + 3«»»). 

Elle est fournie par l'expression 

ce qui donne en particnlîer 

If (a =«• -»-^** + as* -h azf H- 3«' iv^) — lo; 
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or, l'équatioa 

3 «• + •4- a« + 3<* -f- 3«" -h âi^ 
oflre eflisctivMieiit dix aolntioos. Un» tontas, 00 a 

maU dans nx d'eotre on a de plus 

x = o, J = Ot 

avec 

ou bien avec 

gsso, 

OU encore avec 

ou enfin avec 

tandis que dans les qmlra autres on fût . 

a SB o, ts;s9 

et 

3. L'égalité que nous avons reconnue entre ki vateitr de 
4oN (»=:«* -i-j^* -H aa* + as* -4- al* -4- î^tt* -j* 3#») 
et la somuie 

N{3ii = + a" + 1» + a» + 3i^) 

+ 39 N{» = «» 3(^» H- a» + -I- tt» + 

p;4r^îr fort remarquable; mais ce n'est pas la seule qu'on puisse en* 
ployer potir amver à l'expression générale de 

N (» « «• +y* ■+■ aa* -4- aK + ai* H- 3ii« + 3i*«). 
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Aiiui on pent dteiootrer à /Mtbri que la valeur de 

4N(n = x' -4-/* -h as* -h 2X<-i- at' -H 3tt* + 3p*) 
équivaut à celle de la aoniine ci*après : 

5(11 « «* + *• -H I» b" + 3<»») 
-t- 3N [it = + 3 (7» -h ï' + «• -I- «* + V»)] . 

Ed joignant oette équation à la précédente, on déterminerait 
fois 

Ti[n — a:'^ * + aa* -h aai -f- -it- -h Su' -t- 3^'} 

et 

N (« = X* -f- SO* + + -I- «»*)] 

au uioyen des quantités connues 

qui toutes deux se rapportent à la forme 

X* 4- j ' -j- 5» 4- ^3 4- a» -i- 3y* 

égalée à n ou A Su. La valeur de 

N[n = ar^ -h 3(7* -H 2' + -H -h m»)] 
a M déjà donnée ailieara.- Ajoutons celle de 

H(ii = x» 22* asi + ai* 4- 3a» 4- 3»»*), 

favoir : 

^[r3N(„)-N(3ii)]. 
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GÉNÉRAUSATIOM DE LA FORMULE DE TAYLOR; 
Pab m. Émuard roche. 



I. La formule de Taylor peut ètn considérée comme un ca& parti- 
culter de la formule suivante, que je vais établir. 



'/(«+*)-/(«)- v(-) rr-^-^w 



(■) 



I .2. . .9 



'(«) 



ou n et ç soot eutier& et positifs, et ô un nombre iucoanii compris 
entre o et 1. 

Désignons par S le premier membre; c*est iine fonction de a, h, r, 
q qu'il £aut déterminer par la condition 



o = / (a -h A) - /(a) - h/'{a) - t:^/" («) 
- S (fl A ) - f {«) - A 9' (a) - . — r:^^ 

Soit la fonction anxiliaire 

-s[y(^+Aj-y{x)-(a-H^-a)y'(^)-...- <'';^^'^-^% ^(x)]. 
dont la dérivée par rapport à la variable x est 



TwM IX (a* •éri«). - Aviiu i86j. 
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F(jr) et V {x) «eront des fonctions oootinoes entre a et a -i- A| ai l'on 
admet qu'il eo soit ainsi de» foncUom 

• /(.r), /'(^),..., /-(X). f{x), ?'{x),..., f-'{x]. 

Il suit (le là que F [a h } — o, et aussi F ((i) — o, en vertu (1(> h cin- 
dition Donc F '^o-) doit s'annuler au moins uTif fois rntre « et 
a -h h, c'est-à-dire que F' {a + 6 h) = o pour uue ( t riaujc valeur de 6 
comprise entre o et i . De là résulte, par réqtiatioii (3), 



et enfin 



'9k) 



-I-»*) 



Telle est Tespression du rapport cherdbé, ce qui démontre la for- 
mule (i). 

raisonnement serait en défaut si [x) et ç'^"' (a ) s'annulaient 
pour une même valeur de JC comprise entre a et a + A : car alors Vé- 
quation (3) montre que, dans cet n)tervalle, la dérivée F'(â:} pour- 
rait être ottlle sans que S fût déterminé, c*eat<à<dire sans qu*il fut né' 
cessaire de donner & S la valeur précédente. Four éviter cet inconvé- 
nient, sans ôtcr à la fonction y\x) sa généralité, nous assujettirons la 
fonction ç>(.r) à la condition que sa dérivée ç;'^' \ x\ ne s'atimile pas 
de a à a + A. Cette convention faite, Ja formule (i ) sera toujours vraie, 
quand même /"^^ {x) viendrait à s'annuler. 

2. La formule (f), lorsqu'on suppose nuls à la fois les nonil>res n et y, 
se réduit au théorème de Cauchjr sur le rapport des accroissements 
finis de deux fonctions, 

pourvu qu'on ait soiii de remplacer par l'unité les produits i.a . w, 
I.2...Ç. A l'mvprse, on |)eut de ce théorème remonter à notre formule 
générale, il ^utiit pour cela d'appliquer l'équation (4) <<^*x deux lonc- 
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tioDS suivantes 

/(a + A)-/(x)-(a + A-*)/'(xJ-...-^±^/-(x). 

ç (rt + A) - y (») - («+ A - «) (*) - .. . - f (^). 

f x) et f (x) sati'^fViisntit ;ui.v diverses ronditioiis dont nous avons 
parlé plus haut. Ou retrou vt: ainsi iiumédiatement la formule (i). 

^. Voici une autre tnarclie basée sur la démonstmtion delà fwinule 
de Taylor à Taide de l'int^ration par parties. On a 

/(« ^h)-/{a) « jf V (« + A - *) dx. 
Or l'intégrale indéfinie 

J/'(a-4-A— *)i4r 

se trantforme en 

+ A - X) + ^/-(fl + A - *) y^/» (a + A - «) 

-I ! — Çx'J"*Ha + h- x]dx. 

Prenons les intégrales entre les limites o et h, ce qui suppose la conti- 
nuité des diverses fonctions dans cet intervalle ; il vient 

Le (ieruiei tt i me est une loruie particuiicre du reste de J [jo, h) dé- 
veloppé jusqu'au terne en A*, et Toii peut écrire 

(5) /{a + A) -/(«) - hj' (a) - /-{a) = B., 

17.. 
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et 

(^) = TTTTn X * + 

Soit maintenant f (x) une fonction arbitraire de satisfaisant aux 
mêmes conditioi» de cootinuité, et de plus telle que {x) ne s'annule 
pudea&AH-A.Ona identiquement 

Considérons le premier facteur de l'intégrale. Nous le ferons sortir hors 
du signe, en Itii attribuant une valeur moyenne etifre les di\orâes va- 
leura qu'il prend quiind x varie de o à h. Et cumiue, d'après les hypo- 
thèses» c'est une fonction continue, cette valeur moyenne répond à 
une valenr de x comprise entre o et h, que nous appellerons A (t — $)f 
$ étant lui-même compris entre o et i. On a donc 

Mais si l'on développe la fonction f par les formules (5) et (6), on a, 
en s'arrétant au terme en h'', 



(9) 



k)-f («) - hqf (a) - f{a) f [a) 

s — - — f * jf» («-*-* — 



Éliminant Tint^rale entre cette équation et ta précédente» 



(lo) * 



X [f {« -H A) - f(a) - hf'{a) ^-^1-^ ç»(a)J. 

On peut considérer cette formule comme donnant une expression 
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ofnérnic dtj terme complémentaire de la série de Taylor. D'ailleurs, si 
Ton substittie R. dans l'équation (5), on retrouve notre formule i^i). 

4. Nous avoM admis que la fonction ç*^' {x) ne s'annulait pas de a 

à rt -(- A, et par suite que (a + h — jc) no changeait pas de sigiie 
de r =: o à .r —h; alors tous les éléments .z-^ç;'''' [a -i- h — x > d.T de 
l'intégrale (8) sont de même signe. Ceia est nécessaire pour qu*-, vu 
maltiplianl chacun d'eiu par le facteur constant 



rt -t- 9 A ) 

on soit sûr d'obtenir un résultat étjiiivalnit à l'intégr ile ( - . Si cette 
condition n'était pas remjdie, rien ne prouve que le f icteur qu'on v»miI 
mettre en dehors du signe de 1 intégration aurait une valeur internie. 
diaii« entre la valeur mininia et la valeur masima qu'il acquiert de 
= o à X B A. 

.">. L"ex[)ression (lo) de 1^„ contient les formes oïdiiiaires liu reste ele 
la série de Ta} lor et peut en fournir une intiuité d'autres. Car eu pre- 
nant pour f (x) teUe fonction qu'on voudra (aallsfiiisanl auk conditions 
énoncées) et en donnant au nombre indéterminé f des valeurs parti' 
culiéres, on aura tout autant de formes du terme complémeniairr. 

Comme application, prenons d'abord 

f{x} = {x - 
p + f désifpant un nombre positif; on aura 

d'oà il résulte 

f{a-t h) = /i^' et f{a)^o. 
tant que q reste ao-dessons du nombre positif /) i . De là 
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Les deux nombres pctq sont ici iodéteraiiués, mais q doit éire entier 
et inférieur à ^ + i . 
PaisoiM f SB o dam la formule ( i o), et en roéme temp» 

Cela est permis, d'après une remaixiue précédente, pourvu que f^* {jc) 
ne s'annule pour aucune valeur de x comprise entre a et a + A. Par 
la substitution, {a-i-6h) disparaît, et l'on a 

de sorte que le reste est alors moindre en valeur absolue que 

6. Ëniin l'expression générale (lo) se réduit, quand on y suppose 
uul le nombre indéterminé q, à 

(•3) ».= 

c'est la formule de M. Schlëmilcfa. Si l'on y détermine la fonction ar- 
bitraire par la conditioo 

p ■+■ I étaut uii uoiobre quelconque positif, ou trouve 

(•4) R-=-Sj^)/"'1''+«)- 

Cette expresftott du reste, que j*ai donnée dans ce journal (cahier de 
juillet i858, p. 271), contient comme cas particuliers les deux formes 
usuelles. La forme de Ltigrange s'obtient en y faisant p»it, et pour 
p = G on retrouve celle de Caucby. 
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NOUVEAU THÉORÈME 

LE UliADRUPLE D lIN NOMBRE PHKMIKK DE L'UNE OU l>Ji L'AUTKE 
DES DEUX FORMES iso/. + 3, 20/, -+-7; 

Paa h. J. UOUVILLE. ' 



Voici au sujet du quadruple d'un nombre premier m, de Tune on 
de l'autre des deux formes 

aoAr -I- 3, aoA- -4- 7, 

un théorème nouveau que l'on pourra joindre à ceux que nous avons» 
donnés dans le cahier de mars j863. 

THÊoaiHK. « Pour tout nombre premier m de Time ou de l'antre 
• des deux formes 90^+3, aoA'-i- 7, on pmt poser au moins une 
» fois (et toujours un nombre impair de fois) l'équation 

4m = 5** -f- j», 

» a-, y étant des entiers impairs (positifs) et ^ lui nombre premier qui 

■ ne divi&e pas^'. » 

Un admet pour l la valeur zéro. Quant hu nutnbre pitMiuei ^, u(tu.s 
ne lui imposons à priori aucune condition; mais, d'après l'équation 
même que je viens d'écrire, il doit être & la fois = 7 (mod. 8) et non 
résidu quadratique de 5. Il ne pourra ilonc appartenir qu'à Tune des 

deux formes 4o|X -I- 7, /io a a'^. 

Les plus petits nombres premiers tournis par les deux expressions 

aoA:4-3, aoA+7 
sont . 

3, 7, a3, 43, 47. 

Voyous comment woWm, tbéoreine se vérifie pour eux. 
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Soit d'abord m ss 3, d'où 4'* — t^» On a l'équation canonique 

la = 5.i"-l- 7.1*. 
Pour I» := 7, c'est-Â-dire pour 4«n — a8» ou en a une ^jalement : 

Même résultat pour m =: a3y d'où 4"* = 9^. L'équation canonique 
qu'on obtieut alorit^t 

93= 5.3' 47-i^ 
Pour m = 43i d'où 4'" i7ai on a iroig équaliona canoniquw : 

17a =: 5.f' -»- 167. I*, 

I = 5.3^ -i- 12^. I*, 

i7a = 5.5*+ 47-''- 
Mai» pour m = 47, d*où 4fR s 188, on n'en a plus qu'une : 

188 = 5.5' + 7.3'. 

Le nombre des équations canoniques étant toujours impair, notre 
théorème est vérifié. 
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THÉORÈMES 

LOCTUPLE D'UN NOMBRE PREMIER DE L UNE OU DE L AUTRE 
IIBS DEUX FORMES aoA +3. mA--*-;: 

Par Ai. J. UOUVILLE. 



i. Dans l'article précédait, comme déjà dans un article inséré au 

cahier de mars i863, no«u nous sommes occupés du quadruple des 
nombres premiers m qui apparliaoncnt k l'une ou à l'autre des deux 
formes linéaires 

aoJt + 3, aoAH-7 

et dont la propriété commune est d'être =3 (mod. 4) ^ résidus 
quadratiques de 5. Il s'agira ici de leur octupie 8 m. 

TtotoaiHK I. — < Pour tout nombre premier fA, de l'une ou de 
» l'autre des deux forines aoJt+3, aoA'-t- 7, on peut poser au 

• moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) l'équatioD 

• X et ^ étant des entiers impairs positifs, et p un nombre premier 
M qui ne divise pas jr. » 

En d'autres termes, si de Toclnple 8/n d'un nombre premifr m 
provenant de l'une <!cux expressions ^o/i -1- 3 ou aoA -I- 7, on 
retranche, tant que faire se peut, les termes de la stnte 

5.1», 5.3% 5.5', 5.7*, 5.9*, etc», 

savoir, 

5, 45» t^S» 345, 4"^* ^'(^-f 
il y aura un nombre impair de restes susceptibles d'être mis sous la 

TUM IX (a* aéria). ■> AvMt. iflS4. 1 8 



I 
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forme 

p (lésigiiarii un nombre premier non diviseur r . 

On admet pour / ia valeur xéro. Quant an nombre premier p, nous 
ne lui imposons auctine cNNidition; mais comme et j: soot impairs» 
l'équatUm 

entraînera nécessairement la congruence 

^s3(mocl. S). 

D'un autre côté, m étant non résidu quadratique de 5, dm est résidu, 
et par suite p aussi sera résidu. Le nombre premier p ne peut donc 
être que de l'une des deux formes 

1t. Les ptm petits nombres premiers fournis par les expressions 

aoAH-3, 10*4-7 

sont 

3, 7, a3, 43. 47, etc. 

Voyons comineiit notre théorème se vérifie pour eux. 
Soit d'abord m = % d'où 8 m = 24. On a Téquatiou canonique 

Pour m B 7, on n'a également qu'une seule équation canonique 

56 = 5.3* + u.i*, 

car le reste 5 1 , obtenu en retranchant 5 de 56, est le produit de 3 par 

17 et n'a pas la forme vonliie. 
Mais pour lu = ■i3> c'est-à-dire pour Ôm = 184, il y a trois équa- 
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tiods canoniques, savoir 

i84 = 5.3* + 139.1', 
i84 = û.5*-i- 59.1». 

Pour m = 43 (d'où 8ms 344 )> ou ne trouve plus qu'une équation 
canonique : 

344 î= 5.7* + 11.3». 

Les restes 

339, 399, a 19, 

que Ton obtient en retranchant de 344 1«« entiers 5, 45» i^S «ont 
égaux respectivement à 

3.11 3, i3.a3, 3.73; 

ils n'ont donc pas la forme demandée. 

Enfin, pour m = 4? (d'où Sm — 376}, on retrouve trois équations 
canoniques. L'équation 

376 =5.1* -4- 371 =■ 5. j» -1-7.53 

n'est pas de ce genre. Mais on a («Ues-ci : 

^ '376 = 5,3« + 33t,i*» 

376 = 5.5*-h«5i.i*, 

376 = 5.7* -h i3i.i', 

où 

33i, a5i, i3r 

sont des nombres premiers. On voit donc que partout notre théorème 

est vérifié. 

5. L'analyse qtii m'a conduit à ce premier théorème en donne un 
second tout aussi simple. 

18.. 
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TmÈOÊckmM II. — « Pour tout nombre premier m de l'une ou de 
» l'autre des denx formes aoA;+ 3, 30k + 7, on peut poser au moins 
» une Ibis (et toujours un nombre impair de fois) inéquation 

Sm = -h 5.p*'*'^*» 

« X ei j étant des entiers impairs el p un nomtire premier qui ne 

» divise pas y. » 

On adaii t pour / la vaJeiir zéro. Quant au nombre premier p, nous 
ne lui imposons aucune condition. Mais puisque x et jr sont impairs^ 
l'équation 

entraînera nécessairement ta coogrueuce 

Sps — t (mod. S) 

d'où 

ps5 (mod. 8). 

Ainsi p uc peut être que de la forme 8jui 4- 3. 
Nous avons compris dans un énoncé commun les nombres premiers 

m des deux formes aoA4- 3, aoA-)- 7; mais pour fiicibter les vérifi- 
cations numériques qu'on voudra cntreprendce au sujet du théo- 
rème il çst bon de considérer séparément le cas de 

msaoA-l- 3 

et celui de 

m = 2oAr -f- 7. 

C'est ce que nous allons laire. 
é. Soit d'abord 

m s Qiok -h 3. 

On aura alors 

8i»5 — I (mod. &). ^ 

Pour que 

b/« - x' 
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soit divitible par 5, il fiiiidra donc que Tentier impair et positif x soit 
de le ferme 

10/ + 3 

ou de la forme 

10/ -h 7. 

Les valeur» dex convenables ne peuvent donc être fournies que par b 
suite 

3, 7, i3, 17, a3, €ic. 
Les carrés x* sont dés lors fournis par cdle-ci : 

9» 49» «69» «^9» 5*9» 

Quanil il ^'âgii d'un nombre premier m de la forme aoA + 3, notre 
théorème II connste donc en ce que si du produit ftm on retranche, 
tant que &ire se peat, les termes de la suite 

9, 49, 169, 189, 529, etc. 

nn trouvera uu nombre impair de restes susceptibles d'être niis sous la 
forme 

p désignant un noinhie premier (B/x -I- 3) qui ne divise pas j. 

Par cet énoncé, ou abrège \a recherche des équations canonique» 
propres à chaque valeur donnée de m. 

Pour n» — 3 (d'où 8ir = a4)f on a immédiatement l'équation cano- 
nique 

3* -f. 5.3.1*. 

Pour I» = 33 (c'est-à-dire pour 8m » 184), on a trois restes à exa- 
miner, savoir 

176, i35, i5. 

Le dernier c«mduit à Téquation canonique 

184= 1 3^ -H 5. 3.1». 
Les deux autres doivent être rejetés; car, divisés par 5, ils donnent 
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respectivement le quotient 35 sa» 5.7, qui n'a pus la forme voulue 
f^**Jf*i le quotient 37 = 3* qui ne Ta pas davantage, l'eiposant 3 

nVranf pas tle la forme 4/ + 

Four m — 43 fd'où 8/« = 344 )> noIre théorème est pga!emi nt vi- 
ritié. Le nombre des équations canoniques s'élève alors a trois. I/«'s 
voici : 

344- 3* + 5.67.1', 
344 « 7--»-5.59.i*. 
344 = 17' + 5.11.1*. 

5. Passons aux nombres premiers m de la form^ 

aoA -I- 7. 

Pour qu'avec un tel nombre, la difïérence 

81» — JC» 

soit divisible par 5, il faut que l'entier impair et piïsitif x toit de \» 

forme 

loin- I 

on de la forme 

(0/ + 9. 

Les valeurs de x convenables ne peuvent donc être fournies que par 
la suite 

>» 9» '»» 19» 2'» ^'t^- 
Les carrés jr* sont dés lors fournis par celle^i 

1, 8it lai, 3Gi, 44'* etc. 

Quand il s'agit d*uo nombre premier m de la forme aoA + 7, notre 

théorème II consiste donc en ce que si du produit %m oii retranche, 
tant que Caire se peut, les termes de la suite 

I, 81, lai, 36t, 44t* etc.f 
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il y aura un nombre impair de restes susceptibles d'être mis sous la 
forme 

p designaut un nombre premier (8^ -i- 3) qui ne divise patt jf. 

Avec cet énoncé, on trouve aisément les équations canoniques 
propres aux diverses valeurs de m. 

Pour m = 7 (d'où 8m = 56), on a immédiatement Téquation cano- 
nique 

5G = i*-t- 5.II.I'. 

Notre théorème est donc vérifié. 

Il l'est également pour m := 4? (p'est«à*dire pour 9m — 376). On 
trouve alors (rois équations canoniques. Des quatre restes obtenus en 
retrancliant de 376 les entiers 

I, 8t, 121, 3Gi, 

le troisième seul doit être rejeté; il est égal à aSS = S.Si et 5i (pro- 
duit de 17 par 3) n'est pas de la forme 

lies trois autres restes conduisent aux équations canoniques ci*aprés : 

376= i» + 5. 3.5', 
376 = 9* -t- 5.5f). 
376=5 19* -h 5. 3.1*. 

Eufin, soil m = 67, d'où 8m =536. Les nombres a retrancher 
de 536 sont 

I, 81, lai, 36i, /14i> 

l>es restes soi il respectivement 

535, 44^^T 4t5, 175, 95. 
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En les divisaot par 5, on obtient les quotients 

107, 91, 83, 35, 19, 

dont deux n'ont p«s la forme voulue, puisque Ton a 

91 = 7.13 

et 

35!= 7.5. 

Mais les autres donnent lieu, ( onforménient à notre théorème, à un 
uombre impair d'équations canoniques : 

536 s i* + 5.107.1', 
536= II' + 5. 83.1*, 
536 = 31* -f- 5. 19.1*. 

Je ne pousserai pas plus loin ces calculs. 
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LES THÉORÈMES DE M. RRONECKER 

IILLAIIFS AUX FORMES QUADRATIQUES; 

Vau m. hërmite. 

(SiImM dM Compin mâtu dt f Académie Jet ScItMMtWêm» *n 7 JnilM iMs.) 



La théorie des fonctions ellipfiqtifs présente deux points principaux 
où elle vient se lier à rarithmétique, et spécialement à la théorie des 
formes quadratiques à deux indéterminées de déterminant négatif. 
L'nn s'ofîre lorsqu'on développe en séries simples de sinus et de cosinus 
des quotients de fbnctic»8 6, et ne suppose que les considéritioos les 
plus élémentaires de la théorie ; l'autre tient à Tétude beaucoup plus* 
profonde et difficile de ces équations algébriques à coefïicients entiers 
dont dépendent les modules qui donnent lieu à la multiplication com- 
plexe. Si différents et éloignés que soient ces deux points de vue, ils 
présentent néanmoins un ensemble de résultats communs: nous vou- 
lons parler des déterminations nouvelles du nombre des classes de 
même déterminant, découvertes p.tr M. Kronecker^ et qui à bien juste 
titre ont attiré l'attention des gt'otnf'fres. Dans une Lettre comnmni- 
qtiéc par M. Liouville à rAc;id(^niie l'jnnrc ilernière, j'ai i a|)i(lenient 
indiqué de quelle manière ces résultats pouvaient s'établir par ia 
considération élémentaire du développement en série de sinus et de 
cosinus. Cest sur cette méthode que je me propose dé revenir pour 
en faire une étude plus complète, en mieux fixer le caractère et les 
limites, et surtout approfoiulit l.i nature des nouveaux cléments .irith- 
niétiqiies qu'elle met en jeu ( t qui lui semblent propres. l'Ile re|Ki.s(î 
esseuticUcuienl sur l'emploi des expresMons en sénés de deux systèmes 
différents de fonctions qu'il est nécessaire de donner avant d'en ex- 
poser le principe. 

I. Le premier de ces systèmes est, à quelques exceptions près, l'en- 
semble des fonctions doublement périodiques considérées par Jao>bi 
dans le § 39 des Ftmdanwnui. En écrivant, pour abréger, 6, B|, H, 

TiMwlX (3F uMm). — Ami. iSSf. '9 
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H, au lieu de 0 (^) . e. (^) , H (^) , II. (^) , et 6, û., r, 
au Jieu de 9 (o), 6| (o)» U, (o), de sorte qu'où ait : 



je les présenterai grpnpées de la manière suivante : 

*• ^^*u-^-^-r^'^ 1-7' +"737-+-» 

« a ^< 4 V7c<>»-g 4 V^' 3* 4 Vy'cosS* 

«^«ër — r=:^ riiïT- -H — 7^^; . 

w A H 4 -"^ 4 Vy' M " 3x . 4 *'° ^-^ 

r+y--*""7+7 — 

7 jjfl^' — ^V^^**** I 4Vi*°«»3.r 4^coa5g ^ 

' ^ l+y 1+?' l'hq^ 



' e 1 -I-?' 1 4- î' I -+- y* * 

W.* © _ 4 ? . 4?'c<»4* 4y*cot6g 
• ""l S" — * TTS ' . . _t . ^ ■ 

'61 »+f» I + f* l+f* » 

If 6$ ^ = cot.g.^ 4y'tin2.r _ ^,/<*.]n^\x _ 4y' sin fi.r 
* H i-i- I + y* » 4- f ' 
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12. 6$, g- = t^ngx - - 4^*° 6^ 

Ui ^ I ■ 



15. g* glHl =, cota: - ^ _ 4y' sin 4.r _ 4?' S^r _ 

©«Br " 1-4-7 1+7' 1+7* ' 



4? Mn 9x 


4 7' sin 4-' 


1 + q 


1 +7' 




1+7 


I +7' 


47 sin 




1-7 






47'sin4x 


» — ? 


1+7' 



' H 1—7 1+7* 1—7' ' 

'BH, ** I — f 1+7' » — 



1 HHi 87Sinr<./' R^'sinGj: 87'$in lo^ 
Ml 1—7' I — 7* 1—7" • 

au , ee, I . 6«'iiBl.r 84*«in6jr 8q^Aat0x 

Je joiDclrai en outre à ces formules celles qui concernent la fonction 
seconde espèce, savoir : 

4a fit»' _ 47^'"^* . jq'àn^t . 4?**^^* . 

9? ^ = cola: + ^^lîiî^:^ + i^"^' + i^:^ 
'H • — 7 1 — 7* 1—7' 

22. ôJ^ = taogjr+i?l*^f + ^i:îi4f + i^^ 
• H, *» I — f* I — 7' I — 7* 

Le second système comprend le développement en série de quo- 
tients dont le dénominateur est l'une des fonctions 9, le ninn< rHteur 
le produit âo âvivx ntitres cl qui par suite ne représentent plus de 
fonctions doublement périodiques. En supposant diflcrents l'un de 
l'autre les facteurs du numérateur et posant, pour abréger, 

C« » f ^ «7-* + H- -...•+• a(— f 

19.. 
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OD a ce premier groupe de fooctions, savoir : 
HH, _ 

mm t 



1. Tï^=2^**"*"*î*'*» 



2. ^5Hi^24"n2nx(-0'-v"*'5i„ 



a = t 

««-1-0* 



■si 

7. e,5!j-«22sin(art + i)x<y * 

8, e,-^=2^<^*»*(*'*-*-0*(-»)"9 * •-M-n 



9. 



10. 



■al 

ta/i-t-0' 



1*. »^=22*'»('»«+')'*î * 

12. d2i5l=2acos(2«-hi)a:(-ij''î * <C„^.. 



Si l'on suppose ensuite que les deux facteurs du numérateur soient 
^uz, on a un second groupe de douse fendions où figurent les ex* 
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pressions suivantes. Posons 



/ _i _<> _a5\ 



0 = ^ 



1:1 
4 



) 



En désigaaot par Z| et U* ce que deviennenl Z et U lorsqu'on met 
^'^Xf au lien de 4?» od aura 



15. qd|^ = A6-0Z, 

21. 09.^ 



17. 
18. 
19. 

20. 
Ce + igZ, 



22. 6û,5î=-CH-h>jU, 

23. 6Q,t-si C8, H-nZ,, 

24. 66t^=^ca,-¥'nVt 

."1 
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I^s quantités A, B, C sont <Jes constantes, savoir t 



A= Z(o)=42«V 



« — 3 I 



c:=» u,coi = i-H42(-o'^-r- 

Dans ces formules m est pair el 3 inod.4t les cot-fticient» a», c« 
désignant les fonctions numértquts définies par ces égalités : 



OÙ ^ représente tous les diviseurs Impairs de n et de m inférieurs à 

]*«urs conjugués et fi' les diviseur* impairs de m plus grands que leurs 

conjugués. On a d'ailletirs, en faisant jr = o dans les équations 15, 
16, 20, ces relations dont noii> ferons iisat,'e plus tard : 



.*î-'^ Aî, - 1)0, 

'e?= An -T- (;:. 



($' = lii 



Voici maintenant de quelle manière les deux systèmes de fonctions 
conduisent à la considération des formes quadratiques à deux indéter- 
minées de déterminant négatif. 

II. A^ant, à cet effet, distingué quatre espèces de développements 
en série, suivaot qu'ils se composent de termes en sin(an + i)jr, 
Gt»{^n + i)Xf sinaiiar, cosftiur, nous multiplierons entre elles toutes 
les fonctions du prmier et du second système qni appartiennent à la 

même espèce, de manière que les produits obtenus ne comprennent 
que des termes en cosana:. £n intégrant ces produits entre les limites 

zéro et ~ on donnera naissance k autant d'expressions fottctions de la 
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* 

seule qttantilité 9, où le cœtficieat d'un ternie quelconque q<^ on 
dépendra d'une certaine manière du nombre des classes quadratiques 
de déterminant — A. Tel est donc le procédé analytique très-simple 
qui, en éfablissant un lien cutr^ les formes qmdraliqucs de délerriii- 
oant négatif et les transcendantes elliptiques, conduit à l'enseuible 
de résultais que nous allons passer en revue. Ces résultats d'ailleurs se 
classent naturellement d'après les intégrâtes définies de fonctions 8, 
d'où ils sont tirés. Ainsi, en premier lieu, s'oflrent les combinaisons 
obtenues en multipliant respectivement les équations 15, 18, 1, 2, 
Il du premier système avec les équation» 5, i, 3» 7, 5 du second» 
et où l'intégration s'eûectue d'elle-même, savoir : 



(18. i) >j' jf'e.ctr»:^, 



(A) 



X 
> 3 



(11, S) jP*e.</x=^e&î. 



Celles-ci seront étudiées ensuite, saroir : 
et 

(B) /(!«, 1) 

(16. «) jf%eî|rfx = jAd.. 
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ir 

Elles sont, comme on voit, essentiellement distinctes, et toutes tes 
autres de forme analytique sombîablf* qu'on pourrait obtenir repro- 
duiraieut , eu changeant suivant les cas le signe de f , les mêmes fonc- 
tions. 

!IÎ. î-ogrudrp, comme on sait, aie premier découvert par ioduc- 
tiou que le nombre des décompositions d'un entier eu trois carres 
dépendait d*un« thanïère simple du nombre des classes quadratiques 
ayant pour déterminant ce même entier changé de signe, et Gauss a 
démontré ensuite ce résultat impartant dans ses Bcclierches arithmé- 
tiijues. M. Rronecker a remarqué qu'on y est ••gaiement amené par 
la théorie des fonctions elliptiques; mais In méthode du savant géo- 
mètre suppose, a ^u point de départ, et d une manière essentielle, 
autant que j'eu puis juger, la notion arithmétique de claase, qu*il n'est 
pas nécessaire d'employer dans la voie que j'ai suivie. Si l'on ne dis- 
tingue pas les représentations propres et impropres, il suffira, en effet, 
de la défuiitiou seule du système des formes réduites pour un déter- 
minant donn*' ; i\c sorte qno ce ihéorèmo, dans renchaînomcnt na- 
turel des propositions de l'arithmétique, pourra être placé des le com- 
mencement et à côté des résultats qu'a obtenus Jacobi sur la 
décomposition en quatre carrés. Ponr justifier cette observation, je 
présenterai eo détail ce qui concerne U formation du cube de la 
fonction 

0, ss I 4. -4- a</* H- a^* -h aiy" + 
a6n aussi de pouvoir me borner, & l'égard des autres quantités r,'. 



(17, 5) 



(6. 7) 
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5,>j',..., contenues dans les formules (Aj, à donner seulement les ré- 

GoiMidéroi», k cet eCfet, les lérin 15 «l 5 du premier et du «ceond 
système, dont il but çfifectuer le produit, savoir ; 

e» ^ = COt.T-l- _ 4g' "p4^ . iq'uaûx _ 

et en faisant comme précédemment 

© H 

6»-g^= tongjc -h ^ (—!)»-• 2f*'jlaSinaiur. 

Ce produit devant èlrc ensuite tntégré entre les limites O et ^* notis 
ferons usage de ces formules, qu'il est aisé d'obteoir : 



9 



J' tangdc sin 3 jur f/x = ( — I ^ ^ 



On trouvera de cette manière, après avoir supprimé le facteur 

« : = ■ * 4 2 - ' 2 (- ' ) V ». - 4 2 

•al nmt naBI 

Les deux premières séries qui se présentent dans cette expression 
se développent sans difficulté suivant les puissances de q. En désigr)anl 
par m un nombre unpau- quelconque, par f{fn) le nombre de ses 

I IX ( 2* «M* }. — A VKU. 1864. >o 
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diviseurs, un trouvera 

m-4-1 

l'exposanr srprenanl U série des valeurs, i, a, S^erc. 

Pour la troisième, en ieuipla»;ant d'uboni ^_^^__^y, l*'"" 1*^ dcvelop- 
pement 2 ( - elle devient 

ce qui mel en évidence dans l'exposant q le déterminant d'une forme 
quadratique (A, B, C), en posant 

A = i}, Bssby C Si n -k- 1 -h a. 

Laissant de côté pour un instant le facteur (— dont nous 

nous occuperons plus tard, observons que b doit reoevinr les valeurs 

o, ±:i, ±.a ±:(« — i); 

de sorte que cette forme sera réduite, si l'on s'arrèie ù la limite 
±. ^^^« c'est-à-dire, pour plus de précision, :t: —ij lorsque n 

sera pair, et ±: (—^—j ioi-sque n sera impair. Ce premier groupe 
de valeurs, si l'on fait 

fi^ -h n + an — 6* = A, 
donnera et une seule fois toutes les formes réduites de déterminant 
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— A, en exceptant les formes ambiguës (A, B, C.) ou aB = A et 
(-= A, et parmi les formes (A, o, C), le seul cas de A = C, qui se 
présente quand A est un carré. Daus ces divers cas, en eflet, ou 
s«rait conduit pour le oonibra a k une iraleur négative. 
Considérons ensuite la seconde sârie des valeurs de 6, savoir : 

lorsque m est pair, et 

lorsque n est impair. Soit e une quauUté égale à l'unité en valeur ab- 
solue et de même signe i[uv b ; en faisant la subatitulton 

dans la forme 
on trouvera 

et cette transformée, que nous désignerons par (A, — iB, C), en po- 
sant 

(i) A = it| B=n—6c, C=aii — aAn-i + rt, 

remplira les conditions: 3D<A, aB<C, le premier terme A étant 
tantôt plus gratid, tantôt plus petit que le dernier C. On voit donc 
maintenant se produire une série de formes en nonttre double des 
formes réduites, si l'on excepte celles-ci : ( A, o, C), qui ont été pré- 
oédenmenl obtenues pour 6 = o. En e£fet, on tire des équations (i) : 

(a) i»=A, *5=«(A — B), «aaC'-aB — I, 

et en permutant A et C , 

(3) it=C, 6ss(G — B), asA^sB— I. 

30.. 
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Ainsi chaque forme réduite non nmbigiu' donnf etfectivemt'ut dtux 
sj^stémes différents (n, 6, a), ou n et a !»oiit positifs et b cuuipris 
entre les limite* SMignées. Mat» à Yégjtxâ des deux fonnes ambres 
(A> «B, A) les équations (a) et (S) ooiacident, et pour celles-ci: 

(aB,E V>. ( . . les équations (3) conduisant à une valeur négative de A, 

on n'a de iiK-me et pour chacune d'elles qu'un seul cl unique système 
de nombres, n, 6, a. Si l'ou avait d'ailleurs à la fois : 

aB = A»C» 

on ne pourrait employer ni les équations (2), ni les équations (3), de 
sorte que cette forme est absolument exclue» comme plus liant le cas 

de A = C dans le groupe des formes ambiguës (A, o, €)• En résumé» 

soit, pour un dcterniinaut donné A, Tl le nombre des foi UTCS réduites 
non anilfigucs, /r le nombre des formes ambiguës de l'espèce (A, o, C)» 
h' le méuie nombre à l'égard des deux suivantes: (aB, B, C), (A, B, Â), 
l'expression 

sera le nombre des systèmes (n, 6, a) qui, sous les conditions requises, 
satisfont à 1 équation 

»• + n + an — =r A. 

Mais si A est un carrr ou le ti i|)le d'un carré, ce nombre, d'iipres les 
exceptions rfirttives aux formes dérivées de (i, o, 1) et (a, 1, 
devra être duuuuié d'une ou de deux unités. Ou peut d'ailleurs l'écrire 
de cette autre manière, 

en introduisant le nombre total des classes de déterminant — à qui est 

Mainleuant revenons au facteur (— 1^"'"**' qui joue dans la question 
un rôle essentiel. £n posant en premier lieu 
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et en second lieu 

A su» Basft'^^i, Csaii*- a6i-f- i + a, 

et 

Cbi», B = « — A«, a s= a» — a&s+ I + rt, 

oi) trouve toujours ia même valeur 

a(ii + i)5A-f' A + B-HC-f- 1 (inod. a). 

Il en résulte que pour tout déteruùuaut le facteur ( — i)"'"*' sera égal 
à -h t si l'un au moins des termes extrêmes A et C est impair, et à 
— 1 si toos deus sont pairs. En faisant cette distinction dan* les 

formes réduites, nommons j^o 1^ nombre total de ces formes, h'^ 
celui des f<»rmf's ambiguës des deux espèces dont nous avons parlé, 
où l'un des termes extrêmes est impair« et J$,, A,, A,, les expressions 
de même sigiuticaiion dans le cas où les deux termes extrêmes sont 
pairs : on anraé^demment 

ce qui donne h Ini du développement, suivant les puissances de y» de 
la série 2 iÇ^HTp" P*"^** avons isolée à dessein 

s'évalue à l'aide des résultats qui suivent. 
Soit d'abord A — Mti m étant impair^ on aura 



■ I 



A. = o. [a',=I±^ ' y (m). 
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Et ennrile pour 

A = i Ht , 
A, s= o, I h\ = o. 



On en conclut 

^{-ih, -î- h\ — a//, — A'o) f/^ 



m-t-i 
a 



Il en résulte qu'en remplaçant dans réqaaiion fondanienliile 



une 



les trois séries par Intirs valeurs, on verra It^s deux prtMnifri's dt it 
celle parlie qui provient des formes ambiguts, el »i restera Muipletiienl 
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Toutdbu, si A est un carré ou le triple d'un carré, le terme général 
doit être remplacé par 



ou 



Maib un peut t vifcr ces rirux cas d'exception en ajoiilniit deux séries 
de termes do la lorme el <^^"'; si l'on fait, pour abréger, 

on aura de cette manière 

C*est le résultat auquel est parvenu M. Kronecker, en employant la 

cousidération dos modules qui donnent Iteu à la multiplication com- 
plexe, car, d'après les dénominations de ce savant géomètre, on aura 

n* = F{6)y ^>, = C(A)-F(AÎ, 

«t, par anile. 

Ou a donc deux méthodes absolument distinctes qui ralladient par un 
double lien à la théorie des fonctions elliptiques les propositions de 
Legendre et de Gauss sur la décomposition des nombres en trois carrés. 
Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix de tant d'eflbrts leurs 
profondes recherches sur cette partie de l'.triilimétique supérieure, 
tendaient dnsi à leur insu vm une autre i égion de la science et don- 
naient un mémorable exemple de cette mystérieuse unité qui se ma- 
nifeste parfois dans les travaux analytiques en apparence, les plus éloi- 
gnés. 
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SUR LA FUÂME 
X* ■+. a/* -H iijr% ax* -I- 3t*; 

P» M. LIOUVILLE. 



On demande une exprenion ciiiiple du Dombre N des aolutioiM de 
i'équalioo indéterminée 

#1 = -»- ^y* ajrs -§- *»• -i- 3<*, 

ou » est un entier donné, tandis que jy 2, t sont des entiers quel- 
conques, positifs, nul* ou ikégatiCi. 

La répooM à c«tle question est factte, quaod on se souvient de ce 
• que nous avons dit dans le cahier de septembre i863 au sujet d'une 
autre forme qui se rattache iotimeaient a celle dont nous parlons aU" 
jourd'btii. 

Posons n — a'' 3' m, ni étant un entier impair, non divisible par 3, 
et désignons par i^, (m) la somme des diviseurs de m\ puis distinguons 
les deux cas de «c ss o et de « > o. 

Pour «=o, c*est-à*dire quand il s*«git d'un entier impair 3^m, on a 

Mais pour a > o* c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier pair, la 
formule est 

Je crois pouvoir me dispenser d'ajouter des exemples. 



Digitized by Google 



PURES ET APPUQUÉES. 



i6i 



SLU LA FORME 
ar" -f /*■+•»•-»-<* H- «* -f- ai»' ; 
Pas m. ë. UOUVHiLB. 



1 . On demaode une expression simple du nombre des représenta- 
tions d'un entier n quelccmqtte par la forme h six variables 

-C* -h -h Z' -h l' -h -h 3V*f 

OU, ce qui revient au méme^ du nombre 

lî (n = -I- j'» -1- -H <» 4- «• -H în^) 
des sototîons de l'équation 

ft=£ jr* -h r* s' + -4- w* + av*, 
on JT. s, V sont des entiers indifféremment posiliÀ, nuls on 

lierai ifs. 

:\ous poserons 

n — 'a' «I, 

m désignant un entier impair, et l'exposant a pouvant se réduire à 
zéro. La valeur.de 

N {a*«i = jr* -h/' H- s* + -I- «• H- at^) 

dépendra naturellement de l'exposant «; elle dépeiici aussi de la va- 
leur de m (mod. 8). Mais elle dépend surtout d'uae fonction numé- 
rique de m, proportionnellement k laquelle 

N (a"»! = X* -^j* 4- a« -i- <» «■ -I- aip») 

iMÊ» IX (9* tériA). — Mai iM4> ^ ' 
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varie quand on conndère la suite des entiers a*!» qui répondent â une 
même valeur donnée de a et de m (mod. 8). Nous diroiM donc d'a- 
bord quelques mots de cette fonction numérique importante. 

2. Décomposons l'entier m, de toutes tes manières poRsibles, en un 
produit de deux facteurs conjugués df &, en sorte que 

tu = (là. 

ÏA fonction numérique dont nous parlons s'exprime par la somme 

En intnuliiis uit tiii svinhole connu <le I^gendre, ;ivrr I.i signification 
plu6 étendue que lui attribue Jacobi, ou peut encore l'écrire 

Ou a 

(^) = (^) 

quand m est de l'une des deux formes 

on a donc alors 
D'ailleurs 

quand est 5i ou 3 (mod. 8); tandis que 

(^)=- 

quand r/ est ^ 5 ou 7 (mod. 8). Doue, quand d b'agii d un entier in. 
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de I une des deux luriues 



la fonctiod 

représente l'excès de la .somme des carrée des diviseurs de m qui sont 
- I olt'^ (iiind. 8) sur la somme des (.arrés des diviseurs de m qui 
sont au contraire 5 ou 7 (mod. 8). 

L'inverse a lieu quand m est de l'une des deux formes 

Sft, + 5, 8jut 4- 7. 

Dans ce cas 
et |Mir suite 

■ 2(^')'^=-2(^,)'^- 

Quand il s'agit d'un entier m de l'une des deux formes 

la fonction 

représpnle donc l'excès de la somme des carrés des diviseurs de m 
qui sont =5 ou 7 (mod. 8) sur la somme des carrés des diviseurs 
de m qui sont au contraire s 1 ou 3 (mod. 8). 

Pour 01 = I, 3) 5, 7, 9, 1 1, etc., les valeurs respectives de la fonc- 
tion 

sont 

I» lOf a4, 48| 91» 139, etc. 

31.. 
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La fonction 

peut aiHsi s'esprimer par un produit. Soît 

Ut etc., désignant les facteurs premiers de m. Le produit dont il 
s'agit sera celui des quantités suivantes : 

On pourra donc, suivant une notation connue, le représenter par 

Par cette expression en produit, on voit que l'on a essentiellement 
An contraire la fonction 

numériquement égale à la nôtret prend des valeurs tant&t positives, 
tantôt négatives. 

5. La valeur générale de 

N (a*m = jc» H- «• 4- <• 4- tt» 4- 2v') 

s'obtient en multipliant la fonction numérique de m dont nous venons 
de parler, savoir 
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ou 

2;(-i)' 

par k facteur suivant 

qui di pond de Texposant a et de la valeur de iK(niod. 8). 
Cette équation si simple 

J'ai eu, je l'avoue, quelqtie peine a l'établir dans toute sa généralité. 
Je l'ai d'abord dénioiitrée pour le cas de m égal à 8/1 -H 5 on S^u H- 7 ; 
mais le cas de m égal à Sa ■+■ 1 ou 8/* -h 3 échappait h mes formules. 
Enfin j'ai réussi à trouver une méthode propre à tous les cas. Je suis 
donc certain mainlonant de l'exactitude absolue de Téquation que je 
viens de poser. 

4. Considérons d'abord un nombre impair m, et faisons u=so. 
Notre formule donne 

K (m = + -h /• + 1*» + af») 5 [16 - d\ 

c*est<A>dire 

N(m= -h a» 4- <» -h II» -H ap') = 10^ [^) à* 
quand m est de l'une des deux fonue^ 

mais 

N (j» = ar* -h j'» H. «• -h £" -t- tt* + ap' ) = ^ 2 (t^) 

quand m est de l'une des deux iui aies 
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Ain»! on a 

N(i =u* ■Jfj'^ 4- s' -f- -+-/<'' -h at»*) = lo, 
ce qui s'accorde avec les équations 

I r= ( :h I )=■ + O» -h O* H- o''' H u .o - . 

I = ()' -f- ( !)'■' -4- o- H- (>' \ <r i 2.0-, 
I = -I- ( zh I ^ o- -f- a.o-, 

I =r o'- H- u'- -+- o' 4- I ±1 I -I- o" a.o', 
I = o* + o' + o» -h o' -h o* -h ( i)* a.o', 

qui donnent pour Tenlier t dix représenlations par Ja forme 
On a ensuite 

N (3 = ù.* -r j- -r -i- i"^ -h -iV^) — l"«>i 

or cela est coofirmé par Jes identités 

3î= I*-»- l*-»-0*H-0'-|- 2.0* 

3= i' •+- +0^ o- -I- o-' H- 2.1', 

où l'on devra marquer du double signe :b les racines di^s carrés qtii 
ne sont pas nuls, piiià eflectuer les pcrmutatioiib coiiveiiabli-s. pf<^- 
nucrc ideiuitô fournira tie cette iiiaiiièrc quatre-vingts représenlatiolts 
de l'entier '\ et ta seconde eu fournira vingt. 

L* équation 

N (5 =: -H.r» -H z> + I» -H + 21»») = = 172 

(>sl aisée à vérifier an moyen des identités 

5=l='-4-l«+I--|-I»-t- I^-|-2.o\ 

5 = I * -t- a* -1- O- -H O* Hh o* + a.o*, 
5= i*-M*-|-i'-ho'-f-o* H-a.i*; 
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ia première fournit trente>deiix repr^nlMions de l'entier 5, la se^ 
coude en fournit ipatre-vingts, le troisième cent soixante. Or 

3a -4- 80 -t- iGo = aja. 

Enfin on a 

N f 7 = ar» -hx* + + + = 544. 

Pour vérifier cette valeur, on se servira des identités 

7 «o' -I- «* + 1* -h I» + 1* + 2.0*, 
7= l'-i- + 
7sst i'4-a*-l-o*-i-o"-i-o»-t-2,i». 

En y affeciant du iloublc signe ±. i les racines flt's c nivs qui ne .son! 
p is unis et en y opérant l( s permutations convenables, on tirera de la 
preniièie de ces ideutilés trois cent vingt représentations du nombre 7, 
la seconde en fournira soîxante^uatre, la troisième cent soixante; or 

■ 

3ao + 64 -f- 160 = 544* 
Pour les entiers iinpairement pairs 3 m, on a 

lï(aiif ^ -h y H- a» + -h it» -i- I [64 - ^^)] 2 [^)d*f 
c*est-&*dire 

N (a /« = .r* 4- 7- 4- -+■ ■+- -t- a f*) = 4^ ^ [~^) ^ 
quand m est égal à 8/» + 1 ou 8ft -4- 3, mais 

«{am = ar» -i-y* + j» -i- i* -1- «« a»») = ^ 2 (^) 

quand m s'exprime par 8p. -f- 5 ou 8p. •+• 7. 
Ainsi 

S (a = + *»+ + tt*+ 4aî 

or, au moyen des deux identités 

%as i*-f-o* + o*-»-o*-*-a.o* 
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et 

a = o' + o* H- o*+ o* + o* -1- 

on obtient en effet quarante<deux représentations de l'entkr a, la 
première identité fournissant quarante représentation» et la seconde 
en fournissant dem. 
On a ensuite 

N(6 = a* -i-^* + s' -h -r m' + 2i**) — 42.to = 4ao. 
Or les identités 

esa'-i- i'h- i'+o' + o'^- a.o% 

6= |«-|. î«-M«-|- i«-|-o" + 9.l\ 
6 = a* -H o* -I- o' + o" -H o' 4- 3. i' 

fotirnissen! ellVcti^Ptiu'iii quatre cent vin'.'t représentations de l'en- 
tier G; la première en duuiic deux cciu quarante, la seconde cent 
soiiante, la troisième vingt. 
L'équation 

N (lO =X* +J ' -i- -h t'^ -h 2i»') = ^-24 = I040 

se vérifie seroblablement au moyeu des Identités 



10 = 


, a 


H- 3» 


H- O- 






o.o^ 


IO = 




+ 




-t-2* 


-f-o' 


-h U.O-, 


lOs 


a' 


-H 2» 


-)- O '' 




H-O» 


+ 2.1% 


lOB 




+ I» 


4- I» 


H- r- 


H-l» 


-f-2.1», 


IOs= 


1» 


-M" 


+ 0» 


+ o« 


H-O* 





ies nombres de représentations qn'elles fournissent respectivement 
sont quatre-vingts, quatre cent quatre-vingts, quatre-vingts, trois cent 
vingt, quatre-vingts; or 

8o -h 480 + 80 H- 5ao -H 80 js= io4o. 
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Enfin on a, d'après notre ibrmulef 

H (i4 = +y + + «" H- M* -I- ai»*) =-^-48 = aoÔoj 

et tes identités 

i4 = 3* -f- 2^ 4- 'i- -f- o' -f- 5.0*, 
14 = a' + a' -h a' -t- i' -f- 1= 4- 2.0% 
i4 = 3' 4- i' -H i' -H I* -t- o* 4- a.i', 
14 = 2* 4- a*-*- a* -ho' 4-0' -H a. 1', 
i4 = a*-i- 1*+ l' + o' + o' + a.a* 

montrent que ce r^ltdt est exact. Elles fournissent des représenta- 
tions de rentier i4i dont le nombre est respectivement, de la pre- 
mière Identité à la dernière, 

480, 3ao, 640, 160, 480; 

le total Élit précisément ao8o. 

6. Passant aux entiers pairement pairs, nous nous bornerons à ap* 
pliquer la formule 

N (i' >n = X» 4-^r'' 4- 2* 4- «*4- 4- 7 V») ? [4"^' - (^)] ^ (^) 

aux deux plus petits multiples de 4» savoir 4 et 8. 
D'abord nous trouvons 

N(4 =s x^-hjr*-^»* -I- + «* 4- a«^) = 170. 

Or ce résulUit est cuiiili mé par les iJeutitcs 

4 s= a' H- o* H- o* + o* + o* -h a.0% 
4 as 1* 4- I» -h I« 4- 1" -f. O* 4- a.0% 

4= i* + i*-l-o' + o*H-o'-«-a.i", 

dont la première iuiirnil dix représentations du nombre 4y tandis que 
cLiacune des deux uutres en fournit quatre-vingts. 

Tmm IX (a* •érie).^ Mai 1884. 9% 
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Pour le nombre S, ou a 

N (8 as JC» -hj' -h »» + *» -h »• -h as €ê%. 

Les identités à employer cette fois sont 

8 = a' -f- a' + o' -t- -t- a.o*, 

8 = a' + !• + I» -h i' + I* + 3.0*» 
8= a' + I*-»- i* + o*-4-o* + a.i% 
8 = o» + o* -I- o* H- o* H- o» -»- a.a*. 

Elles fournissent clos n présentations de l'enricr 8, dont le nombre 
compté de la première identité à la dernière est respectivement 

40| i6o, 480f jk; 

or on a 

4o + i6o + 4^ 2 = 68a. 

La vérification cherchée a donc lieu. 

7. Mous avons donné l'expression générale du uombre total 

N (a*m « *• + 7" -I- a* 4- <• H- «' H- ai^) 

des sululiuns, tant propres qu'impropres, de l'équation 

a*ifi te X* + ^* H- 4- + tt' -h av». 

Mais on peut demander séparément celle du nombre 

M (a*in 3= «■ +jr* + + -h I»* + ai»') 

des solutions propres, pour lesquelles les indéterminées jc, jr^ 
K, $r ne sont pas tontes divisibles par uo même facteur > i . 
Poar robtcnir, il faudra substituer k la somme 

2 {¥)"•- 
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ou au produit qui peut remplacer cette somme, le produit «aivant 



n[-"*(^)«"-]. 



qui se rapporte aux facteurs premiers a, 6,...» de Tenlier m mis sous 
la tbrine 

m=za'b''...i 
pour eo déduire la valeur de 

M (a"m s= -h ^* H- 8* -h -t-K* -H air*), 

il faudra multiplier ce produit par un facteur «iepeudant de a et de la 
valeur de m (mod. 8)f dont nous allons donner l'expression snivanl 
les cas di\ ei h (^ui peuvent se présenter. 
Dans le cas d'un entier impair, ou de «e s o, ce facteur est 

![■«- {=^)} 

pour les entiers iinpairemeut pairs, ou pour a = i, il devient 
enfin, pour a > i, il est égal ii 

Ainsi, pour l'entier 4i il n y a que cent soixante solutions propres; dix 
solutions impropres complètent le nombre total cent soixante^ix, 
obtenu plus haut : ce sout celles qui répondent à l'identité 

4 = a" -I- o* o' -h o* -h o* -I- a.o*. 

8. Ën nous occupant du nombre des solutions de l'équation 
A x' -I- «l- s* + 1' ft* + av», 

aa.. 
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nous avons admis jusqu'ici que les entiers jr^ peuvent être 

intlifTt'retnrnrnt pnirs ou impairs, positifs, nuls OU négatfib. On peut 
aussi désirer de savoir quel est le nombre 

jti (n s jc' -t- S* >H <* H> aw") 

des soliiliuiis de cette même équation quand on exige qiip j, r, f, 
u, V soient des entiers impairs et positits, d'ailleurs quelconques. Il est 
bien clair que ce nombre est nul quand Tentler donné n n'est pas de 
la forme 8fi -H 7. Maïs quelle est la valeur de 

Jï,{8fjn- 7 = jc' -h -I- a» -H -h a» 4- af')? 

Pour répondre 4 cette question^ il faut décomposer 8|« 7 de 
tontes les manières possibles en un produit de deux facteurs con- 
jugués, puis prendre la quarante- liuitiéme partie de la somme 

On aura ainsi le nombre demandé. En d'autres termes, 
flt(«|i-|.7 = a:»4-^»4-»>4.#»-l-a« + av*) = ^2^^) 
Par exemple, on a 

(7 = Jt-' 4- 2^ -(- f3 4. Jf. 2t»ïJ — i; 

ce qui est confirmé par l'équation 

7 î= I» -h 1'+ l'+ 2.1*. 

On a ensuite 

X (1 5 = + 4- -4- -h w» 4- aw») = ^ = 5; 
et cela s'accorde avec l'identiié 

l5ss:3*-»-l"4-l»+ a.i% 
où 3' peut occuper cinq places distinctes. 



4 
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Enfin 

528 

3& (ai = Jt- -i-j- -h 2* H- a' -+- -^v') = -p- = 1 1 , 

résultat exact, comme od pent le voir au moyen des identités 

a3= 1»+ i*-f- l'-i- i'-h'2.S\ 
a3 = 3» -•- 3" +1» -h »» -h I» -H a.i» ; 

la première fournit une représentation de Teotier aS» ta seconde en 
fournit dix. 

Si, tout en n'admettant podrx« jr,^ u, f»que des entiers impairs 
et posiliÊi dans l'équation 

8 jun- 7 =5 dr* -I- -H a* H- <• -h tt' -h ai>*, 

on excluait !es systèmes jc, ^, z, t, «, v où les indéterminées possè<lont 
un facteur commun > 1 , le nombre des solutions pourrait devenir 
inférieur à 

Il s'exprimerait alors par 

le produit indiqué se rapportant aux facteurs premiers a, b, etc., de 
rentier 8 ix 4- 7 =1 a* ^ ... ; je crois pouvoir me dispenser d'ajouter 
des exemples. 

9. En terminant, j'indiquerai oelle de mes formules générales qui 
m*a conduit, dans le cas d'un entier impair m (le seul difficile ici), à la 
valeur de 

N (m = x- -i-j- -h s' -J- -h tt' -H 3V-). 

C'est la formule marquée (I] dans mon cinquième article, k la page ^77 
du cduer d'août 1058. £n y faisant 

/(«) = a?6in (^jY 
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on obiieut une formule particnltère qui mène au but quand on la dis> 

cuiv convenablement, en s'appuyatit sur ce que j'ai donné au sujet de 
la forme jc^ -t + S* + at' dans un article inséré au cahier de 

juillet ïSf)i (p. 7a5). 
Ayant mm\ prmivé que 

N {m = H- -H i= H- H- 2 V») = i [i6 - ^:^)] ^ ^=^) d\ 

ou en conclut facilemeul, par des considérations arithmétiques très- 
simples, que 

N (a m = + + -H <• -K «> + ai-») = ^ [6/4 - (:^)] 2 
et ensuite que 

N (4/M =:x»-|- j'-h z'-i-t' + H- at» = j^256- ^:^)] 2 ("r) 

On pourrait continner el s'élever graduellemeut de à 8 m, de Sm 
à i6fn, etc.} mais il vaut mieux tout achei.'er en une seule fois. Dési- 
gnons, en effet, par ^ (a) la fonction 

lï (a*m sa jp* -h + *■ H- 4- «• -I- 2<»*), 

oû nous ne voulons pour le moment faire varier que a, et nous éta- 
blirons sans peine l'égalité 

qui est exacte même pour a = o. De là noire équation gcueraU 

C'est aussi par des considémlions arithmétiques fort simples que 
l'on déduit la valeur de 

(8fH- 7 as ««-1-^» -1- »■ £« -1- tt» ^_ av»), 

relative au cas des indéterminées impaires et positives, de celle de 
N ( 8/x -f- 7 = .r« -f- r- -h t'' -\- w» n'''}. 

(hi.int A la recherciie du nombre des solutions propres, elle n otire 
aucune difficulié. 
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sua LA. FORME 
-f- a (j'-H «■ -+- + «• -h (»•); 

Pm h. a. uoDvnu. 



I. On ^îf^m^iiidf? une expression simple «lu nombre des représentft- 
lions ii'<tii eatier donné n par la forme à six variables 

-h a (j* + + -h v"), 

c*est>à^re du nombre 

N [n =ï X» -i- aCj'» 4- -I- H- M» -h i^*)J 

des solutions de l'équation 

n jc» -I- a ( j'» H- »• -H + 11* -H v" ), 

où y y <, ttf c sont des entiers indifféremment positib, nuis ou 
négatifk. 

Nous poserons, comme dans l'article précédent, dont nous conser- 
vons toutes les notations, 

m étant impair et l'expo&aDt a. pouvant se réduire à zéro; puis nous 
introduirons de nouveau la fonction numérique 



claiib l'expression de laquelle le signe somma toi re porte sur les divi^ 
seurs conjugués </, i de l'entier 

m = di. 

2. Le m le plus simple est celui d'un entier pair. En effitt, dans* 
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l'hypothèse de a > o, l 'équation 

a* m = jc» H- a {^» -I- *• -h + tt» + 0* ) 
eiige que x soit pair, et en faisant 

elle sa diange en eelle^ 

a""'m = aorf + ^" + + <» -h «» h- 

qui la remplace complètement et qu'on peut écrire, en changeant An 
letiresi 

a*~' I» as jc" -h + 1^-1- ai»*. 

La valeur de 

N [a«iB = X» 4- a + a> H- it» -h f»)] 
est donc égale & celle de 

K (a*~' OT = a:' + 7* 4- a' 4- + u^+ ai»*), 

que nous avons donnée dans Tarticle précédent. 
Nous sommes ainsi conduits à l'équation suivante 

Toutefois celte équarion n'est cicmontrcf juscju ici ijuc ihuis l'hypo- 
thèse de a > o. Mais jj' me suis assure (jii'ellc subsiste niénie pour a = 0, 
de sorte qu'elle résout ia question proposée, même dans le cas d'un 
nombre impair. 01e devient alors 

N [m = a(^» h- + + p»)] = | [4 - {^)\Séiçr)'^*' 
c*est-à*dire 

N f m = ar* H- a + »« -I- H- «• -I- 1»* )] = a 2 (çj) à* 
quand m est de l'une des deux formes 
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et 

quand m est au contraire de l*ttne des deux fonnes 8a h- 8tx + 7. 
Or j'ai réussi à prouver que ces résultats <:out exacts, en démontranl 
à priori que, dans le premier cas, la valeur de 

Nfm = ;r» -I- ^^+t' + iâ-h c*], 

vaut le cinquième de celle de 

N(m = jc' -h y H- 4» H- -»- «' -h 3i>«), 

tandis que dans le second cas elie est avec elle dans le rapport de 5 
à 17. I>a dtMuonstration est fondée sur les considérations aritUmétiques 
les plus simples. 

3. Appliquons la formule 

N[3-m=.r»+ . C7-4-z'+ «^4- .'}J = ^ [4-- 

à quelques rxpmples. 

CumineD(jons par les nombres impairs. Notre formule donne d'abord 

M [i = X» + a ( + s» + -H it» -h f»)] = a, 

réiuUat évidemment exact. Elle donne ensuite 

N [ 3 = a:» -H 2( r'4- »• + + h'h- •'')] = ao, 

<^ qui s'accorde avec l'équation 

3 = (±1)» ^ a 4- o* -»- o» + o» -h o«], 

{±. 1)* peut occuper cinq places distinctes entre les parenthèses. 
L'équation 

N [ 5 = ar»+ a (^» + a»+ /» + «» -I- p")) = 80 

n'est pas moios facile à vériûer au mo^cn de T identité 

5 = 1*4- a(i*-i-i* + o'-Ho'-i-o'), 
v«wiD;(9«im«).— iiMise4. a^ 



t7S K)UBV4^ )^1iri|Ë^47IQUES 

en y affectant du double signe ± les racines des carréi qui ne sont 
pas nuls et en y opérant les perinutaliottii. cop.veiial)l«a. 
Enfin, on trouve 

et l'identité 

7 = + a(i'-f- i*-n"-4-o*+o*) 

sert à constater l'exactitude de ce dernier feit. 
Terminons par l'équation 

N f 9 = a-' 4- 2 ( r* z» + <»-t- n= 4- i » ) ] = 1 8a. 

L<a vérificaliou &e tire celte fois des trois identités : 

9 sîs3' -fc- a tv' + o' -h o» + 4- o' ), 
gas i*4'a(a*-Ko'' n' h- o- + o'), 
9= l'-f a(i*+ 1*-*- i'-»-o'). 

ReiativQRfent aux noailnts ]^it<,. boi7io«s-n'Qas,aii;i 0Q|iibre& a,4fr& 
Notre formule donne 

N[as=jr»+ 2(7»-+- «•+.£• + »* + **)]=!=. lo, 
cequi e^l contirmé par l'ideutité 

a = o» + a [(dt !)• -H o* -t- Q» + 0?+ of ], 
où l'on peut mettre (± 1)* à cinq places, distinctes. On a ensuite 

N [4 = a - 4- 4- -t- /' 4: 4- 4?.i. 
or l«s deux identités 

4 = ( =t,a)* + a,(o* + o* -4- o* + o* -h of ). 

et 

4 = o» 4- a [(il i)' 4- (±1 1)*4- o' 4- o' 4- o»] 

vérifient ce fait,si l'on a soin d'opérer dans la seconde d'entre elles les 
permutations convenable Ënbn l!éqiiation . 

lï[8sBar* + a,(7* + »*+ <•+ 1^-4- *»»)]= 170 
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s'accorde avec les identités 

8 = a» -H 2 (i»-)- i»-ho»-i- o'-^ o»), 
8 = o' -4- 2 (a' -I- o» 4- o» 4- 0= -»- o»), 
8 = 0»-*-3(l»-»"l'-»-l'-H I»-ho'), 

pourvu qu**M marque du double sigriti dii lea racinek de» dnéâ qui 
ne sont pas nuit et qu'on «ffeclue les permutations voulues. 

4. I.a fomnile 

dcttioe Je nombre total'des solutions propres ou impropres de l'équation 

3« 01 = H- a (j» -h a» -H t » -h ir* ; 
mais on peut ansn demander séparément le liOMbre 

des SoliUioDS propres, pour lesquelles aucun entier > i ne divise 
jamais k la fois ar,/, z, t, u et v. Pour l'obienir, il £aut former le pro- 
duit 

relatif aux Acteurs premiers <t, elc, de 1 entier 

m ssa^i/ ...| 

pois le multiplier par un facteur convenable» qui dépend de Uexpo- 
stnt A et de la valeur de m (mod. 8). Four gc ss o, ce Cieteur est 

pour «s I, il devient 
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enfin pour « > i, fl a*exprîme par 

Vendons ces assertions snr r|!i(>lc]tir? 'exemples. 
D'après ce que nous vt ti'uib «le dire, 

M [9 = + a -H *» -h ^- tt» 4- P»)] 1 80. 
Cela est exact. Le nombre total des solutions de l'équation 

9 :=î Jf* -h 2( r* -f- s* -»- i» + f(« 4- y» ), 

est cent quatre vingt-deux ; mais il y a deux solutions impropres, 
fournies par l'équation 

9 = 3)* 4- 2 (o^ -t- o' -H -h o' -h o»). 
Il faut aussi que 

M (4 -H a -H *• + 1» + «» + -a 40, 
et cela est exact. L'équation 

/| = .r' H- a (j» -h s' 4- t- 4- //■■ "H f-) 

oftre tjiKirantp denx solutions, niais deux d'entre elles sont impropres; 
ce sont celles qui répondent à l identité 

4 = ( a)» + 2(0* -H o* + o» -h o*). 
Enfin, il faut que 

M f 8 î=s a:* n f r* -f- 2* -t- ** + tt' 4- 1'' )] = I Go ; 
or cela est vrai. L eqnation 

» = -K 2 ( jf « + a* -f- 1» + «» + !»■) 

a cent soixante-dix solutions ; mais il y eu a dix d*impropres, résul- 
tant de i'idenUté 

8 = «'+ a{a» H- o* -H o* + o" ^• o'). 
Nous DP pousserons pas plus loin ces calculs. 
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SUR r.A FORMK 
jc* -^xr-h y* 4- 6z* dzt ■+■ 6/*} 
Pa» m. 4, UOUVILLE. 



On demande une expression simple ilu lionibre 

N (« » jc» + + 6»« -I- 6a£ + 6l*) 

des solutions de réquation 

» = + 4- jr» _|. 4- 62/ -4- 6i», 

où n est un entier donné, et a-, j-, z, t des entiers quelconques, po- 
sitifs, nais ou négatifs. 

Bépondre k cette question sera irès-facile si l'on se souvient de ce 
que nous avons dit dans le cahier de septembre i863 au sujet de la 
forme 

x'-' + xj -i-j'^ -H a z' -I- a Si 4- a<". 

Mais d'abord observons que l'équation proposée n'a aucune solu- 
tion quand 

» = 3g -h a. 

En d'autres termes, on a 

N(3^ 4- a = .1* 4-xr 4-^* 4- Ga^ 4- 4- 6^') = o. 
Restent les deux cas de 

n B 3g 4- 1 

et de 

« = i^. 

Le cas de R ss 3g -h 1 se traite en observant que la valeur de 

N;3g4-i«Bar*4-.r;- 4- 6c* 4- 6a* 4- 6<*) 
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e&t é^ale à celle de 

N(3j[ -hi ^ jf* -H jpjr a»* + âjl a*'), 

laquelle est connue par Tarticle cité. 
Semblablement la valeur demandée de 

ett égale à celle de 

La question proposée est donc résolue. 
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SUR LA FORME 



La détermination du nombre 

N (« = aje'-H 3*7'+ aj' + Sa' + 3s<-t-3<*) 

des solutions de Téquatiou 

n = 2«* w- ajçr H- aj' -h 3»» + 3ai -i- 3«*, 

où n est un entier donné, et j:, j\ s, f des tntiers qnelcutiquei», po- 
sitifs, nuls ou négatifs, ue peut ollnr aucune difficulté à ceux qui »e 
souvienoeot de ce qne noua avons donné dans le cahier de sep- 
tembre i863 au sujet de la forme 

Hais d'abord observons que l'équation proposée est impossible 
quand 

n = 3^ -H I . 

En d*atitres terroei, on a 

N (3; + 1 « ax' + 2xjr -t- aj^* -h 3»* -H 3s< +■ 3l*) as o. 
Restent les det» cas de 

11= 3f + a 

et de 

On traite le premier en observant que la valeur demandée de 
N(3^-i- a a« ajp* + ajp^ + aj* 4- 3»»-i- 3« -t- 3ï*) 
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est égale à celle de 

N (3g-i- 3 = «» H- ' ) a*" + al*) 

qui est connue par l'arliclo i ité. 

De même ou verra que la valeur demandée de 

N(3g = ajt»+ aa74- a^» + 3»" 3*< + 3<») 

est égale à celle de 

V( [g = X* xjr -h y -h a«»-ha«*-ha<»). 
La question proposée se trouve ainsi résolue. 
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MÉTHODE NOTIYELLE 

Pour l'intégration des équations différentielles linéaires 
ne contenant quune variable indépemkmie; 

Pas m. J. CAQDÉ. 



méthode des liiniteii est applicable à i'étude des équations difle- 
reulielles. De même que, pour découvrir les propriétés d'une courbe, 
on chercho les propriétés communes k des polygones qui tendent à se 
confondre avec elle; de même, pour découvrir les propriétés d'une 
équation différenliclle, on petit clioisir une équation aux difTcrcnces 
Anies se conf'ondanl ,\\cc la iiroposi't- lorsqu'on annule les ililféronces 
des variables indépendantes, puis chercher les propriétés de cette équa- 
tion qui sont indépendanies des grandeurs de ces différences. 

Ces considérations m'ont conduit à une méthode nouvelle |M»ar 
l'intégration des équations difTércntielles qui, ne contenant qu'une 
vjrirtMf iiiil.'pendriiifc et une seidc fonction de cette variaUe» SOnt li- 
néaufs par rapport à la tonction et a ses dérivéeii. 

L'exposition de cette méthode est l'objet de ce Mémoire. 

I. Toute équation différentielle ne contenant qu'une variable indé- 
pendante, et qui est linéaire par rapport à la fonction et à ses dérivées, 
peut cire mise sous la iornic suivante 

vX) ^ = A (.r; -h A, (a ) j A, (r) ^ + A, (x) -h . . . -t- A, (.r, 

où A(«), A, (x),..., A^(ar)i désignent d^s fonctioiM données de 

la variable indépendante. 
J« me propose de trouver Tintégrsle générale de l'équation (X). 
T«M IX ( 1* •«tic). - Mm iSS4* ^4 
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I/équalion aux différences finies 



{X') ^ =A(*)4-A.(*)7+A.(*) J5 +A.(x) g -^...-KA,(*) j^. 

où Ao? est line consiante quelconque, se confond évidcntment avec la 
piécédenle lorsque Ax = o; toute équation équivalente à [X') (le\ i( n- 
dia donc, à cette limite, une équation équivalente à (X); vi\ < on sé- 
quence, si je liouve une équation équivalente à (X'), tournissant, a la 
limite, 1 expression de l utte dcB dérivées de / en fonction de JC« le 
calcul de l'intégrale générale de l'équation (X) se réduira à un nombre 
limité de quadratures. 

Ainsi Tintégration du l'équation (X) est mon but, et la transforma- 
tion de l'équatiou (X') mon moyen. 

2. Avant d'ektirer en matière, je vais faire connaître, pour n*; plus 
revenir, les hypothèses dont je ne m'écarterai jamais. 
Pour donner i mes résultats totite la généralité qu'ils comportent, j(> 

supposerai que la variable reçoit des valetirs de la forme u-hv^—'i, 
où H et v désignent dis qii:iiitit('"î réelles; mais ces valeurs formeront 
toujours luie progression par dilléronce, car l'équation (X') n'a pour 
limite Téquation (X.) que dans le cas où AJt est une constante. Ainsi, 
en considérant u et «> comme les coordonuées rectangulaires d'un 
point du plan, toutes les valeurs que j'attrtbtierai k la variable seront 
représentées par des points en ligne droite et équidistants. Ces points 
pctivPTit être d'ailleurs aussi rapprochés qu'on voudra, puisque la 
constaiiie àx est arbitraire. 

Je supposerai qu'en chaque point du segment de droite joiguant les 
valeurs extréntes de la variable, les coefficients des équations (X) et (X') 
ont des valeurs finies. Par exemple, on voit que les valeurs réelles 

de jr, pour Irsqnrllrs quelques- unes ries fonctions A(Jr), Ag(jr), 
A,(r),..., cessent d'tlre limes, sont représentées par des points de 
l'axe des abscisses qui le divisent eu segments; dans le cas parti- 
culier ou l'on ne donnerait k la variable que des valeurs réella, je 
supposerais que les valeurs extrêmes de x appariienneut à un métne 
segment, quelconque d'ailleurs. 



Digitized by Google 



POBES ET APPLIQDfiES. 187 

Les coefficients des équations (X) et ( X ) |)euveiit souflîrir des soin- 
lioDS de continuité. 

Tous mes clients sont faits en vue de Téquation (X)} je rencontrerai 
souvent des qtiaiititos qu'il ost inutile de dévelo[)per, part'e qu'elles 
doivent disparaître à la iiiiiitc, et dont crpendanl je crois bon de con- 
server la trace; je les désigne toutes, sans dislincûon, par la lettre e. 
Ainsi s désignera toujours une quantité infiniment petite, c'esk'à-dîre 
nue quantité qui s'annule avec raccroissement de la variable indépen- 
dante. 

Mon Mémoire est divisé en quatre chapitres : 

Dans le premier je fais connaître une expression du rapport 

Dans le second je transforme l'équation (X')} 
Dans le troisième j'intègre l'eqii.aioii 1 X); 

Dans le quatrième j'applique ma méthode aux r-ipiations linéaires 
du premier ordre et aux équations linéaires à coefficients constants. 

Les équations dont je me sers sont désignées ; les unes par des nu- 
méros d'ordre, les autres par des lettres; ces dernières sont celles sur 
lesquelles je veua attirer plus particulièrement l'attention du lecteur. 



CHAPITRE PREMIER. 

iJ une Jorme qu'on peut donner au rapport lorsque àz est une 
comtante tt j une fancUonqudctmqmdB z. 

3. Soit 

une suite de valeurs quelconques d*nne variable, et soit auiisi 

\n suite des valriirs tvvrrespniHl.uilrs d'une fonction quelconque de 
cette variable. Eu re|>t esenlant par à^j"/, la diflerence q'""' de j'j, et eu 
posant, pour abréger, 

a4>. 
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' t.^...p 1.3..,/» *' ■ 

l.%...p "* ' " 

on a, quels que soient m et /», 

On trouvera la démonstration de cette expression dans une Note 
sur la formule de Taylor, que M. Liouville m'a fait l'honiMur d*liiaérer 
dans le tome X de son journal. 

Je suppose maintenant que les valeurs de la variable toriDent une 
progression par différence dont la raison est Ai, cl, en me fondant sur 
celle hypothèse, je vais mettre la valeur de sous une auire forme. 

Je désigne par 

les valeurs que prennent la fonction et sesp premières dérivées, quand 
on y remplace la variable par sa valeur initiale jc«; et je pose 

(A) e(») = «, + a|-p-* + a,i-j-|ii -»-...H-fl,i-^. 

(Jiomme on a, quel que soit l'entier i\ 



on peut substituer i l'eapression équivalente 

„ . im^st ày, . a»u v« . 

j9 7 — ' TT + • • • 

_j_ {%—*»){*»»—*»— '^t)- • •[(»• — ■y*) — (f — ilA x] eJ'y, ^ 

1.1... p àz^ 

et cette dernière peut être remplacée par 



Digitizeci by Google 



PURES ET APPLIQUÉ. 189 

car, lorsque As tend vers o, les rapports -—^ -—t • • « -^^» tendent 
vers leurs lituites respectives a,, a^t-'t **pt et te produit 

{U - 4P») («» - X, — Aï) . . . [(«« - Jp«) - (* - I ) As] 

tend vers (2^ — Xq)* pour toutes les valeurs finies de k. 

Quant à la valciii- de on prtit toujours, en lui ajoatant p termes 
identiquement nuls, l'écrire de la manière suivante : 

i — m 

_ y («1 — «) ( W — / — 0 ■ . .[[«— 0 — (/> — l)J . 

mais, si Ton pose X/ =: f/, et si l'on remplace m par ' par '^^jjp » 

la différence m — i deviendra par suite le produit 

{m — i)(m^i—i)...[{m — l) — {p — i)] 

prendra la forme 

i.a.../» * 4«f*« * 

que l'on peut remplacer par 

'et Too tronv» ainsi pour jr^, IVipression suivante : 



4. Avant de poursuivre, je ferai remarquer que cette expression ' 
fournît, lorsqu'on passe il la limite, l'intégrale générale de réqtiation(X) 
dans le cas où, jr n'y entrant que par sa dérivée de Tordre le plus 
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élevé, elle se réduit à 

Puisque la difiiàrenoe l| — =: s'évanouit avec àz^ et 

puisque Sj, = Jt ei /-^ ^ jr^ on peut remplacer dans réquaiiou (») 

respeelivenieDt par 

celte équation devient alors 

IxHStjue /i croil uidi tiimneiU, les (li\ ersen valeurs du nipporf — ;^. ;V- 

lendent, en vertu tlf l'équation (3), vers les diverses \al<Mir>, (k- A^ïj_,), 
et comiuc aucune de celles^ïi n'est infinie, ou pourra, <t ia i unité, sup- 
primer les infiniment petits t qui figurent dans la dernière équation, 

et y remplacer le signe ^ par le signe j*- 

On obtient ainsi, pour l'intégrale cherchée, la valeur connue 

(4) jr^B{x)+£'^^=^Ht)dt, 

ti. Puisque la formule (i) est applicable à toutes les fonctions d'une 
variable, et puisque p y représente un entier positif quelconque, on 
peut y remplacer les diverses valeui^ <Je jr par les valeurs correspon- 
dantes du quotient et p par p—^r ^ toutefois g est moindre que/». 
Si, de plus, on a égard à ce que» As étant une constante, ou a 
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ou trouvera 



I (»i — 1) ■ ■ . (</i —p -\-q -ht) Afj. 



{p—q). 2. I ^^^--C+ti^ 
1.2. — 9) A»» * 

et 

Kl) reproduisant les raisouiienieiils et le:» calciiis tj^ui oui coiiiiiul de 
la formule ( 1) à k formule (a), on tradafornierA la formule (5). 
D'abord, à l'aide de Téquation 

et de la dérivée de l'équation (A), on prouvera que l'on a 

["'j-l' '] ""«'présentant la valeur de ^^r^ correspondante à x » 
On prouvera ensuite que B^_, peut prendre la forme 



^ |_|. — g) ^ 'J A«r^' 



et l'on trouvera ainsi )a formule suivaule 



où l'on pourra attribuer à <j les vak^irs entières o, 1, a^..., p; car, 
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moyennant des conventions bien connues, on peut considérer l'équa- 
tioo (a) et Téquation évidente 

comme n'étaut que de» cas particuliers de l'équation (B). 



CHAPITRE 11. 

Transformation tte l*éijuation (X.';. 

6. Dans Ir dr^pifrp pivrédont (!ésif;;nait une fonction (jupiconque 
de la variable iiul«'|i€-'nclanle; je supposerai maintenant que cette fonc- 
tion satisfait à Téquation 

W =ACx)^- A.(*)r+A,(*) H-A,(*) 0 4-...4-A,{*) J^,. 

L'objet du présent chapitre est défaire ronnilirp une équation qu'on 
petit toujours substituer à la précédente lorsque les valeurs de x 
forment une progression arithmétique. 

Je ferai usage de deux fonctions que je représenterai, l'une par 
F(z), l'autre par f{z, t], et qui se déduisent sîmplenieot du second 
membre de l'équation (X'). 

Ponr former la première, je remplace, dans le second membre de ^X'), 



(G) 



F(«) = A(s)+ A,(a) . 9 (s) -H A» (a) ^ + A.(s) ^ 



Pour former la seconde, je négljge, dans le second mettibie de 
le terme At«), j'y remplace a: par a et ^ par ^ "^"^ 
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me donne 

(D){ V ' SM- I 

+ A^.(a)(i:=il + A,(s). 

On remarqoerat comme conséquence des hypothèses dites sur les 
coefficients de Téquotion (X') (n* 2), que ces deux fonctions n'auront 
que des valeurs finies. 

Ceci posé, je multiplie les deux membres de l'équation (B) par 
Âf ce qui me doune 

= [^i^].-. ^'ï"hw rfe^ *«] 

car A, («m) étant finie» tous les produits (sm) • 1 ont pu être remplacés 

par £. 

Je remplace successivement dans l'équation précédente ç par o, i, 
a,. . . , j'ajoute membre k membre les résultats eli Tidentité 

A(ï«) = A(3„); 

et, en ayant égard aux équations ÇH'), (G) et (D), je trouve, après 
réduction, l'équation suivente 

d'où je pourrai déduire, en y remplaçant m par o, i , . n-hi 

équations contenant les n-l- 1 rapports ^^ir*"'* 

L*éUmioationt entre cm équations, des n premiers de ces rapports raê 
fournira une valeur du dernier que je pourrai substituer à Téqua* 
tioo (X'), car «««âr et ^,=7. 

7. Pour feciliter cette élimination que je ne ferai que partiellement, 
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et surtout pour fitciliter la recherche de ce que le résultat devient à ta 
limite, je me servirai des fonctions définies (uir les équations suivances, 
n i i !i notation [G (r, a)],^ exprime que b doit être substituée à a 

dans G (j?, a) : 

f,{x, z)^f{x, s), 
(E) /> = [X'-^' '^^Je-,' 

Ces fonctions satisfont aux fletix équations suivantes, où r et ^ dési- 
gnent deux entiers positils ou négatifs, mais finis, et une valeur fixe 
de 2, 



Pour démontrer que ces équations sont toujours vraies, je ferai 
remarquer d*abord que, puisque / t) est finie quels que soient s et f, 
si de plus ff{x, «) l'est aussi, les éléments de l'intégrale 



seront tous inrmiinciit petits quels que soient z et t, et par suite 
J^i (x, z) sera finie et continue; or Jo{pc, z) est finie, donc les fonctions 
jù>j\tjtf''i sont finies, et, à partir de la seconde, elles sont continues. 
Ce point fixé» et comme F(Sn) est finie, on voit que les premiers 
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membre» des équations (7) et (8} peuvent s'écrire 

«j^'^ et £ 4-/ /(s, Oy»'.-» » , 

et, en retrancbant de diaque intégrale un nombre fini r d'éléments in- 
finiment petit», ces premiers membres auront pour expressions 

« -f. r F (a)/, (jc, z)dz et e (x, «ij. 

L'équation (7) est donc démontrée. Pnur achever de dtoo&trer Téqiu* • 
tion (6)» il suffit de feire remarquer que la différence 

y,^, (x, a + *As) - /,^, (.r, z) 

est infiniment petite, pui$c|ue S est un nombre fini et Jf^^x^ z) utii- 
fonction continue île z. 

Les équations (7) et (8] vont me suffire pour faire Télimiiiation que 
j'ai en vue, mais, dans le chapitre suivant, je reviendrai sur les fonc- 
tions définies par les équations (E). 

8. f,A»rsqu*on remplace m par n dans l'équation (6) elle devient 



mais on a ym—Jy As Ââr, x« = « et 7^= s^; et, comme 

1) est une fonction entière de on peut stibslituer /T^r, sii-_i)+t 
M /"(Zm, en faisant ces changements dans l'équation précédente, el 
eu ayant égard à la première des équatious (Ë), on trouvera 

et cette dernière équation deviendra, en remplaçant 1 — 1 par m, 
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Je multiplie les deux meuibreti de l'équation (6) par 



j'at ainn 



[/•(*, »m) 4. •] 3r A* = [F (^) + «] [/. («. ^) + •] A» 



£d remplaçant dans cette dernière équation m par o, 1,2,..., n — i, 
et en ajoutant les résultats membre à membre, la somme des premiers 
membres sera 



^2 ^) + «]^A.î 



«.««Il 



la somme des termes, placés dans les seconds mendiras «1 ddiras des 
signes aura pour expression 



2 [F(^)-»-«J(/t{^,^)-*-*lA», 
ou, en tertu de l'équation (7)» 

entin le eoefBcient de ^^7' A^ aura pour valeur 
ou, en vertu de l'équation (8), 
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Le résultat de tout ce calcul sera donc 



En ayant ^rd à cette éqaatîooi et en y reinpla^nl 1 — 1 pr 1», 
l'équation (9) deviendra 



/IX f„=x— lit 

Je reprends l'équation (8) et je multiplie ses deux membres pr 

ce qui me donne 

[/. ^) + 0 ^ A » « (F (O + 1] [/ (je, M + «] As 

+ 2 1/ <i) + «] [y: ^(.) + «] A» A». 

En remplaçant dans cette équation m par o, i,a,..., n — 2, et en ajoiitaul 

les résultats, on verra que la sotnme des premiers membres, celle des 

termes placés dans les seconds membres en dehors des signes ^ et le 
ooeffident de Ax, ont respectiTement pour expreseions 

2 (/.C»'.««)-HeJ^As. 

2 [FW + A*. 

2 U'i^my ti) -h 6] [/, (X, Z^) -h £] A:, 
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et ces deux deniierej» pourront être remplacées, en vertu des équa- 
tions (7} et (8), par 

t+ r F{z)f,[x, »)dz et i-î-/,(jp, «!-,); 

ce nouveau calcul conduira donc à TéquatioD 

et celle-ci, après substitution de lA à i — i» permettra de remplacer 
i'équatiou (10) par la suivante 

f 



(11) { „ »«='-3-i« 



Los rnisoimi inpiits et les calculs qui mont cfjiidtiit de l équalioo (<)) 
à 1 équation (lu), el de celle-ci à l'équation {11), peuvent être répétés» 
autant de fois qu*OD voudra; par aDal<^ie on peut donc poeer 



(F) 



11 est d'aîlleun aisé de démontrer en toole rigueur que cette équation 
est toujours vraie. 
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D'abord, «{oand on y pose 9 v a, elle coïncide avec l'équation (11); 
pour prottver que l'éqaaiion (F) eftt générale, il suffit donc d'établir 
que si elle est vraie pour une valeur de f , elle Test encore pour la va- 
leur suivante. 

A cet ettet, on multipliera les deux membres de r*'qii;ilioii (G) par 
[Jf{Xi Sji) -h i\àzi OU aura ainsi une nouvelle équation ou l'on rem- 
placera soecearivemeat m par o, i, a,..-» — 7 — 1. On additionnera 
las résultats; la somme des premiers membres sera 

t't dfs raisouiicmcnls sembl.ihlfs à ceux qtu» j',n dt'ià faits drus fois 
montreront que, à l'aide des équations (7) et {6), la suuime des seconds 
membres peut s'écrire 

-, ^=*-(f-»-»)A« 

or la substitution, dans l'équation (F), de cette dernière expression a 
la précédente, fournit le même résultat que la substitution, dans la 
même équation, de f + 1 à f ; donc l'équation (F) est générale. 



CHAPITRE IIL 
Intègmiion de Véquation (X). 

9. Je viens de prouver que les équations (F) et (X'^ sont équivalentes 
quelle que soit la constante Ax; l' équation différentielle 

=A{*)H-A.{:t)j^+A,(^) % -hA,(a) g -i-..,+A,(a) 

est donc écuiivalmto à ce que devient ré(|ualion 'F) lorsqu'on y pose 
A.r — o, car, à cette liiuite, Téquatiou (X') se coniond avec l'équa- 
tion (X). 
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le vaift montrer que, à la limite, le seemMl membre de réqnattoD (F) 
peut être remplacé per uoe lérie convergente. Ha démonstration «er» 

fondée sur deux lemmes, savoir : 

1° T.es fonctions définies par les équations (£) aonlles termes d'une 

série convergente; 

a* Toutes les valeurs du rapport «ont finies. 

10. i*Si l'on suppose, pour plusdeclarté, que it et sont lescoordon» 
nées rectangulaires d*un point du plan, chaque valeur de la variable de 

la forme V'— i sera représentée par un point, et la droite jo^nant 
deux de ces points sera le module de la didférence des valeurs quUls 

représentent. En conséquence, en désignant par f l'arc commençant 
au point fixe x, se terminant au point variable 2, et le long duquel 
toutes les intégrales sont prises, on aura 

mod. (isk =s mod. (— </s) s» ds. 

£t puisque, pour toutes les valeurs de 2 et de < que l'on considère, 
f (s, i) est finie, son module ne peut surpasser un nombre fini M. 

Ceci posé, je dis d'abord que, «'il existe une fonction réelle et posi- 
tive de G (s), dont les valeurs surpassent les valeurs correspondantes 

du module de fq{x^ z), les valeurs de la fonction M / G (^) ds surpas- 

seront les valeurs correspomlantes du module de y^, (x, a;). 
En effet on a, quel que soit /, 

mod. /(a, t)da\ < MG(*)<&; 

les modules des déments de Tintégrale 

jf/^^r, »)/(s, orf*=X Vy;(*»«)/(«tOi<'« 

sont donc plus petits, quel que soit <,que lesél^enls correspondants 
de riotégrale 
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et comme le module d'une somme est moindre que la somme des mo- 
dules de se* termes, on a 



ïnod.^/^, {jCf z) < G {s) ds. 



En se fondant sur cette inégalité et sur ce que le module de fa (-r, z) 
est plus petit que M, on établira sans peine que les termes de la série 
convei^genle 

Ms»'« M + M^îî + M — 

I I .a 

sont respectivement plus grands que les valeors oorrespondantes des 
modules des fonctions 

Un peut donc poser 

(G) f (jp, a) (x, a) (X, a) +/, (ac, a) + ... , 

et 9 (Xj z) désigne une fonction de valeur finie. 

Cette conclusion est indépendante de la forme de la ligne d'int^pra- 
tion; elle ne suppose qu'une chose, c'est qu'en chaque point de cette 
ligne les coefficients de l'équation (X) ont rlfs valeurs finies. Mais 
on se souvient que toujourS| pour nous, la ligne d'intégration est 
droite. 

I l . 1° Je désigne par N et M, des nombres plus grands que les plus 
grands modules des valeurs» toujours finies, de 

F + « et /(s«, 
£0 posant , 

mod.Àz^Aj, 

et en me fondant sur ce que le module d'une somme est moindre que 
la somme des nu>dules de ses termes, je déduis de l'équation (6) 

< N + M.A.' i"" mod. 

twmm IX («■ téri*). - Jvn iMf. a6 
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Je vais prouver d'abord que si K. est un nombre fini plus grand que 
le second membre de celte inégalUé, K^^' est un nombre plus grand 
que le second membre de Tin^alité 

qui se déduit tic la première pn v rpmpinrant m par l»+ I. 
En effet, la seconde iocgalité peut s'écrire 

[i — l = m — I —1 
« — l = r> J 

+ M,A*.[mod.^t;^;]i 

or ce second membre est moindre que 

R(i + M4Aj), 

et, à Jhttiorij moindre que 

car e"'^' œt la somme d'une série à termes tous positifs, i l dont les 
deus premiers sont 

I + M, às. 

Il est aisé de voir maintenant que les valeurs des rapporta 

àf^'X» A/^'.). V^.»-, ^ 

sont toutes finies, ('nr le module de la première élaiit moiiulre (|iie N, 
un |)rouvera de proche en proche, à l'aide de la proposition ijue je 
vieiis de démontrer, que les modula de ces valeurs sont reftpeclive-» 
ment moindres que 

ou que 
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en représeulant généraleinent par s'^ la distance du point Xq au 
point Xr. 

On voit, ponr le dire en passant, que, el s'^ désignant les tlistaiiccs 
An point inierinétiiaire Zr aux extrémités tic la droite X^X, en repré- 
M-niatu par S la lougiieur de cette droite, ou a 

12. De l'équation (G) je déduis 

-h f V{zJ'^t (jc, z)dz 

Il c&t évident que le M coiid membre est une série convergente; je vais 
prouver que ^^f^ ^ ^ somme. 

D'abord, pubque cette série e«t conveiigetitei l'équatioii précédente 
peut s'écrire 



F(x)-»-/ F(*)9(x,a)^* 



f désignant un nuiuljrc pusitit qui, pour une valeur (inie de (j et pour 
les valeurs plus grandes, est moindre qu un nombre donné aussi petit 
qu'on voudra. 

Eusuite, pui:>que les luodnies des quantités 



)i6.. 
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sont plus petits que 



M-^^ et W(e»«OS 



et, à fuftiati, plus petits que 



et M{e*'')% 



pn a, en désignant, pour abréger, par C la constaïue MJS 

-«l.[/,(x.^)^i:--A.]<<:..H2^i*. 
£u oonséquence, le terme c4mipléiiieotaire de Téquatioo (F)^ savoir 

2 As, 

qu'on peut écrire de la uiaïuère suivante, puisque le produit 6 Az 
est un intimaient petit du second ordre, 

a pour modale un nombre moindre que 

i.a. . M t . a. . .y 

L'équatiou (F) peui donc prendre la forme 

F Wy^. (X, s) r/a + (9 H- 2) £' + c'é^''^. 
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c' daignant un nombre positif qui, pour une valeur finie de q et pour 
les valeurs plus grandes, est plus petit qu'un nombre donné aussi petit 
qu'on voudra, et «' k iiiO]f«nne d«i s placés dans Téquatton (F). 
En retraoclunt la dernière éqaatum de l'équation (la), on trouve 

F(ar) -4- jT'f (a) f a) A _ J^f = «-^=7. c'e«''^- (? + a)«' 

pour toutes les valeurs de àx et de q. 

Si maintenant on pose s o, on anra, pour toutes les valeurs 
finies de g, 

F(x) + jf' F (z) f {X, z)dz-^^^^ «r^- Ce-''^. 

Le second memlwe de cette équation est identîquenient nul, puisque 

c et c' sont plus petits que des nombres donnés quelconques pour des 
valeurs finies de ç. On a donc finalement 

(H) ^=F(a:)+jf'F(»)ç(*,a)A. 

15. En intégrant les deux membres de l'équation (H) de à et 
en se souvenant que <i,'est la valeur initiale de on trouve 

Une nouvelle intégration introduirait la constant» et donnerait 

■Jr Ç (ix Ç dx Ç F(a)7(jt, z)</s. 
«/*, «/j^ 

Enfin, en représentant par ^«(x) et par ¥ (a?) les résultats obtenus en 
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intégrïint p + i loi», et diaquc foi» de .r» il vr, 

F (a:) et f F(«)9(jr, s)*/s, 
l:( v.ileur de j s écrira , en ayant égard à i équation (A), 

Si l'on voulait ceUt; valeur développée en série convergente, ou inté- 
grerait -h i) fois, et chaque fois de à jt, les qnanlités 

et, «n représentant le» rrânlials )vir 

011 «lirait, en vertu de l'équation (lâ), 

^J') J = ^ {^1 -lo (^) -^ I. (-^V -4- 4-, (J") -♦- .... 

l'i. Les éqnalions (H) et (J) font voir qu'une fonction est dé- 
tenuinée lorsqu'oll»i est assnjellie à satijifaire à nne équation linéaire 
donnée de l'ordre p + i , et lorsqu'on connaît sa valeur et celles de 
ses p premières dérivées pour une valeur donnée de la variable indé' 
pendante. Les mêmes équations monireni encore que le calcul de 
cette fonction se réctiiit à p -f- 'i qiiadraltircs [on à deux rt)!ement 81 
I on ia t n>:ti;e de l'ctjuation (4JJ, dès qu'on coanaît les deux fonctions 
auxiliaues ^ u.-, et F(jf). 

S'il y avait que[(|ue utilité à imposer des nom» à ces deroièresy je 
nommerais l'une, f (x, s), la fimctiiM génAiqtie, et l'attire» F (x), la 
fonction individuelle. 

Crs dénominations sont faciles à justifier. Toutes les rmctions qui 
sanbfont a l'équation (X), en y considérant A (a:) comme une fonction 
arbitraire, et les coeflicieuts de jr et de ses dérivées comme des fonc- 
tions données» peuvent composer un genre caractérisé par le système 
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de ces coefficients; et ce qni distingue chaque fonction de ce genre des 
«utres fonctions du même genre, ce sont le terme A(x} de réqualioit 

diflerentielle particulière à laquelle elle satisfait, et le système de sa 
valeur initialp et des valeurs initiales a, , rtj,.,., de ses p premières 
dérivées. Or les équations (H) et (J) montrent que toute solution 
d'une équation linéaire est, si l'on peut parler ainsi, le résultat de la 
combinabon par voie de quadratures de deux fonctions* savoir : 

La fonction 7 (jr, s) qui, ne contenant ni constantes arbitraires ni le 
terme A (x), est déterminée par le système des coefficients caractéri- 
sant le genre auquel appartient j", 

La fonction F(jr), qui contient A (x), la valeur initiale de la variaiiit- 
et les valeurs initiales de jr et de ses p premières dérivées, en uu uiot 
tout ce qui individimlise la fonction jr. 

Les fonctions composant un même genre pourraient être groupée» 
en espèces, caractérisées chacune par le terme A(jr) de F (jr). I>es fonc- 
tions appartenant à uno int'mo fsprcr satisfci Mii iit à une iiirrtip éfju;i- 
tion différentielle pai iicnlît ir, elles ne seraieiu dune que les solutions 
renfermées dans Tintégrak générale de cette équation. Cette intégrale 
générale est fournie par l'équation (J), en y considérant 

comme des indéterminées; F («), qui est alors une fonction de /> -h a 
variables indépendantes x, a„ fli,..., pourrait être nommée dans ce 
cas lu fonction spécifique. 

Quoi qu'il eu soit de 1 utilité et de la convenance de ces dénomina- 
tions, je n'eu ferai pas usage. 

F (s) s'obtient sans calcul et de la manière la plus simple au movt n 
de l'équation (G); les équations (E) font connaître les termes de la 
série dont 9 ix, z] est la somme; le calcul sera, en général, très-labo» 
rieux. Avant ilo clore ce chapitre je vais donner !inc nouvelle défini- 
tion de 9 (jc, s} qui peut, dans quelques cas, en abréger la recherche. 

IS». Ce qui me reste à dire est fondé en partie sur la transformation 
snivanie. 

Si l'on a 
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je dis qu'oD pourra tonjoun poser 

(■3) ^=-Mtr,...) + [j("lill^A]^^_. 

En désignant par N (x, z, t) l'intégraie générale de la différentielte 
H(x, z, t)dzy on aura 

J M {jCf z, t)d9 = N(x, X, <) — N (ic, «, «), 

et par suite 

u = N (x, X, s) ^ N (x,>s, s) ; 

donc 



or 



donc enfin 



4fr 



et la formule (i3) est démontrée. 
On démontrerait de même la formule suivante 



du 
de 



16. La fonction f (x, s) a été définie par la série conver^nte dont 

elle est la somme; je vais montrer qu'elle satisÊiit à un système d'équa» 

lions faciles à déduire de l'équation (X). 
J'ajoute les équations (£)> et, eu ayant égard à l'équatioa (G)» je 
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trouve 

<f{x, z) = /(X, 2) H- [ jT T (Jr, z}/ (s, t) 'l'^^j 
Par suite, et en faisant usage de h formule (i3), 

mais réquation (D) me donne j 

/(2.S) = A,(»), 

donc 

^ w , ex. = - [i 'n-. ^ 4..- 

Un calcul semblable au précédent donnera 

et de proche en proche on sera conduit, quel que soit Ar, à l'équation 

Â^"*'"iSF S^^*-^^ ^ ^^-**.? 

Lonqu*on pose 2 = <r , le second membre de cette équation se réduit 
évidemment & ['^'•^^' _ > »"» comme le montre Téqualion (D), à 
Ap_* (jc) ; on a donc encore 

('5) + ^ - ^-^'d- = 

Comme /(r, /) est une tonction entière et du degré p par rapport 

Tome IX ( a* térie).— J«m iSB4' ^7 



04) 
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ta conséquence, Téqualioa (i4) devient, quand on y pose k^p-^t, 

,d'k,. dP-'A,,,^ ^l-. PAo~Q 



Ainsi la fonction f {x^ s) est, à Tégard de s, une des solutions de 
l'équation (16). Pour ^achever de la définir, on déterminera les p + 1 

quantités arbitraires indépondantes de z qui figtU'ent dans l'intégrale 

générale d*' l'équation '16), en nsstijetlisant celte inlrgi ale g«'-iiérale à 
satisfaire :uix /; -h i équations obtenues en posant successivement dans 
l'équation A' = o. A" = i, A = 2,..., i = /). 

17. L'éfju.ilion (if)) est, coniine réqiuttion fX>, linéaire et de l'ordre 
p -h t , et sa ivsoluli«)n présentera, en géntial, les mêmes difficultés; 
ilans certains cas cependant la résolution de la première sera plus 
facile que celle de la seconde; c'est ce qui arriverait, par exemple, si 
l'équation (16) développée ne contenait pas de terme en f. On pourrai! 
donc se proposer de déduire une troisième équation de Téquation (16), 
comme cplI-'-ci a été déduite de (X), pin*; de cette troisième d'en déduire 
une quatr ième, et ainsi de suite, dans res|)érance de rencontrer une 
équation différentielle facile à résoudre, et dont l'intégrale générale 
conduirait, en remontant et de proche eu procbe» à l'intégrale de- 
mandée. 

Cette espérance serait vaine, car je vais prouver qu'en opérant sur 
Téquation '^16), comme on l'a t'ait sur l'équation (X), on retrouve celle* 
ci privée seuiemeni du terme A [x). 

La comparaison des deux équations (X.) et (iG) montre que l'on 
obtient la seconde lorsque, après suppression de A ^x), on remplace 

dans réqitation {XJ - A^_* par h- {- i )* ^îl^^-il ^ et on sait 

que le développement de celte dernière quantité est le même que 
celui de 

('7) H-(-o*f(5+v*r** 
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considéranr, dans ce dernier, les exposants comme des indices de 

dérivées, et en y remplaçant P»»* A^^ï* 

Si, dans l'équation (i6) ainsi obtenue, on fait les mêmes change- 
ments, en siibsiidiant x et ^ à z et f, le développement de Texpres- 
sion (17) sera remplacé par celui de 



(18I 



et l'équation (X) sera reproduite. 
En effet, le terme général de Texpression (17), snvoir : 

deviendra 

■ -(-)"-c,^[i+u;_,)]'^. 

et cette quaniitë peut être représenlée syinbolinuemeiu par le terme 
général de Texpression {18), savoir : 

puisque les symboles (A^.it)' el Â^_«.A^_« représentent tous dens 



CHAPITRE IV. 



ItUégialion des équations Unéaitvs du premier ordre et des équations 
îimfairtt à eo^chnts amstanu. 

18. Lorsque /j = o, les équations (X) et (D) se réduiseut à 

(•9) % = ^{')+yK{^)^ 
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et en posant 

A,(*)rf*=rfP(a), 

les valeurs de 

/i /t(jef «),..., 

fournies par les équations (£}, seront 

Ao(^), A,(x)[P(a:)-P(z)]. A,fx) . : 

I • 3 

Téquation (G) devient donc 

f(ar,«)=A,(d?)e'«.«-*fî. 
Dans le même cas, les équations (A) et (C) te réduisent à 

F(s) = A(*) + rtoA„(r), 

et l'équatioo (H} à 

( ao) ± = A (.r) + Ao(jr) + Ao{^)e^^'^f ' ^-''^ [a (s) A. (z)} .fa 

Ln posant 
<it par suite 

puis en reroarquattt que de la valeur de dP^z) on déduit 

e-'«A.(*)«fo=:-ife-^W 



et 



■ 
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réquatioii (30) prendra succet>siveiuent les formes suivantes 

± =s A («) ^ A. (JT ) [R (jr) - R A.(jp)«'« .«-'t'*^. 

^ ^ ^iR(*)-a(..ll ^PW^ - B(xJH fl.*-^^'*^ A.(*)/n 

^^_ ^U''W[R(x)-R{a.)]} g~p(x^±!i2. 

L'équation (J) donne donc 

Jblu effectuant les îrUct;ratioiis et en remplaçant P et R(jt") — R(a.*^; 
par leurs valeun», réquatiun (ai) fuuriiit le réhuUât cuiinu 

= [„. * jf ' A (*) .-A'"".*,]. 

lî). Avant tie passer à l'intégration des éqriations litiéaires à coelli-*' 
cients coustaiils, je vais liéliuu' une uotatiou qui siuiplttie 1 expression 
«t qui C^ilite le calcul de certaines quantités se présentant sous Ja 
lorme dUot^rales définies. 

I^rsqu*un polynôme entier à coefficients constants 

Aa A I - ■ ■ . A« ^» • • • 

^j.a...«r • I.». . .(« — i) 'i.a...M — 

de* X 

"*" T7â 7 
se déduira d'un second polynôme 

A^a'^-i- A,*'"-' -t-AjZ"'--H-...-+-A„.,x^-+-A«.,a;-4-A„, 

en divisant chaque terme de celni^i par le produit de tous les nombres 
entiers n'eacédant pas le degré de' ce terme, je déugnerai le premier 
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de ces polynômes j>ar r/{x)j ou par /Fx), lorsque le second sera 
désigné jjai y (x). 
En conséquence, j'écrirai 

(aa) J fTx) dx^T x/(.r)] -H consr. 

Soient deux polynômes entiers er à coefficients constants 

f{x) = Ao j:"" + A, .r" . . . -t- A,„_, x 4- A„, 

Si, en désignant par a une constante, on a entre les deux variables x 
et / la relation 

on en déduira 

et l'intégrale générale 
aura pour expression 

ra/(x)) - Fr^j +rxV(-)) -Hr.vW)^|5î^ • 

comme on le verra en intégrant par parties et eu ayant égard aux 
équations (aa) et (a3). 

Poiir a: = o, celte valeur se réduit à la constante, et puisque pour 
T^.n, x = o, Fr r) et ses dérivées se réduisent aux coefficients de 
^(/')f l'intégrale définie 
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a donc pour valeur 

r«F(rti)iv-HraVt«))B^.+...+ro'/Cfl)) B,-t-r«^'/c«))Bo 

ou, comme les coefficients de F( r) sont constants, 

et Ton est omidirit ainsi k Tégalité 

(a4 ) £' l lj)/rjc)dx^ra¥{a)f[a)), 

20. Ix>rsqutt lea cocfBcienis (x), A , [x), (.1) sont des con- 
stantes, que Je désignerai par A^, A,,..., A^, l'équation (X) a la forme 
Miivante 

^'^^J 1^ = A (Jf) + 4- A. g +,.. -H A, 

et si l'on pose 

tas Ut x — Ss^Vf 

puis 

l'équation (D) s'écrira 

/(2, f] = pr«), 

et l'on aura d'abord, conformément à la première des équations (E), 
]^ seconde des équations (E) peut évidemment s'écrire 
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mais on a, en faisant usage de l'équation (a4)> 

jf »)/(», t)dz =jf ' pri')prtt) du^Tv^v w), 

et comme, par le changement de I en s, se change en i^, 

Pareillemeat, la troisième des équations (Ë) étant mise sous hi forme 

Ma:, z) ^ [/'/.(*. 0 ^ 

ot) pourra remplacer la quantité placée entre les crochets par 
r ' I' ( v'Y, et le changement de t en a conduisant à oeiiti de en (», 
on aura 

/,(.r, ?)=ri''P(M;']. 
L'analogie conduit donc à poser, quel que soit 

et la démonstration rigoureuse de cette formule ne présente aucune 

ilii'ficiittc. 

En portant ces valeurs Ue y«(jr, a),y, (jr, (or,, s), etc., dans 
l'équation (G), elle devieiil 

(a6) ç (.r, s) = rP(»') + + M» P(v)' -»-...]. 

21. L.1 fcnichon f (./■, s) est iléveloppable en série convergente or- 
donnée suivant les piiiitsauces croissantes tic p; on trouvera le terme 
général de celte série en calculant le terme en de la iirogression 
géométrique 

pt en le divisant par le produit t .a.3... #/. 
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Or cette progression peut s'écrire, en retnpiaçutit ses q-\- i premiers 
termes par leur somme connue, 

ou bien.encore 

en désignant par Q{v) le quotient do la prrmiére division ordonné 
salivant les puissances croissantes de v et tertuiaé au terme en et par 
v'*'R(i') le reste de cette division. 

L'expression précédente représente une somme de quantités en- 
tières, la division qui y est indiquée se fait donc exactement, et il est 
manifeste que les exposants de v surpassent r/, tant dans le quotient de 
cette division que dans les développements des quantités 

qui suivent ce quotient. 

Q{v) est donc l'ensemble des q + i premiers termes de la progrès* 
sion précédcMite dt' velo|)|>ée suivant les puissances ascendantes de i'. 

Ainsi, pour dévclopiicr y[x, ') en sérif cûn\trppnte ordonnée sui- 
vant les puissances croissantes de a- — z ou de c, un fera ia dmsiou 

Pif) 

en ordonnant le quotient suirant les puissances croissantes de v, puis 
on divisera ch;tqne terme de ce (jiioticnt par le produit des nombres 
entiei'S qui ne surpassent pas son degré. 

22. La fonction 9 {x, z) peut être mise sous forme finie. 
1^ fraction rationnelle 

est décomposabie en l'racUou simple. Si j est l'une des iacuies de 
1¥iMlXCa*i*to).-JniiiSa4. 
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l'éq liai ion 

(38) 1 - pP(p) = o, 

on sait que, dans ie cas où cette racine est simple, elle ne donne nais- 
sance qu'à une seule fraclioii de la forme 

B _ - *B 

OÙ B désigne une constante que l'on sait calcnler, 1 1 dont le dévelo|j- 
pement, suivant les puissances croissantes de v, a ]>our terme général 

Le développement de (.r, z) en série convei^ite comprend donc une 
sMe partielle ayant pour terme général 



(bv)1 



I .a. . .q 
et dont la somme est 

Dans le cas où j est une racine nniiliple de IVquatiun (18), elle 

donne naissance, si P est son degré de multiplicité, k ^ fractions simples 
de la forme 

( désignant tour à tour les entiers 1, a, 3,.:., et B/ une constante 

correspondante. 

Le développement, suivant les puissances croissantes de f, de chacune 
de ceê fractions a pour terme général 



, ^y-p .•(.4-i)...(,H-y-.) ^ 

ou 

^ ' * i.a...(f — j) » 
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car 

f(/.4-i).. f/-(-y — i) i.a.3. ..[g-hi — i] _ (y 4- 1)- . •(? -t- < — i). 

1,2...^ ~ I .a. . .9. 1 2. . .(/ — 1) i.a...(/ — i) ' 

par conséquent, en pottnt, pour abréger, 

G (9) - 6 B. -f- B. - b, ^ ' - ' J 

1 I I * 

G (9') sera le coefBcieDt de t"*^, dans la somme des dévcloppemenU, 
suivant les puissances croissantes de de toutes les fractions auxquelles 

la. racine ^ donne naissance. 

Le développement de f (x, z) en série convergente comprend donc 

encore une série partielle correspondante à la racine multiple y vi 

ayant pour terme général 

G(fl)-^!!-. 

Pour montrer que la somme de cette série partielle a une exprpssinn 
finie, je vais transformer G ) en posant 

(29) Mo -h M,5f -h M,9 (f/ - 1 ) -H . . -(- M^_// (7- 1 ) . . .(9 - p + 2) = G ((/;, 

et je déterminerai les coefficients 11», M , au moyen des équalions 

. Mo=G(o), 



Mo-h(S-i)M,-h(S-2)^S-i)M,-h... + i.2...(S— i).VI,_,==GvS-i}. 

Leur forme montre qu'elles fourniront, pour les coefficient:» chercliés, 
UD système unique de valeurs finies, et, de plus, ces valeurs portées 
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dsDS r<qu«tion (29) la réduiront à une identité, puisqu'elle est du 
degré $ — 1, et qii'alor» elte sera satisfaite par 6 valeurs de 9, savoir : 

î« terme général de la série correspondante à j* dans le développe- 
ment de «), peut donc être mis sons la forme suivante 

*^ ' i.a ..(f— «a) • i.3...(f'i) *f.a...j' 

et i ou aurait celte série partielle en donnant à ^ les valeun» o, i, a,..., 
puis en ajoutant les résultats. 
Si l'on conçr>it (|iron fiasse cette addition, pn groupant tous les 

. j (*••)* 

termes contenant une uii-me valeur de — ^ — ■ — > ou aura, en posant 

= Mo 4- M, {bv) + Mj [bvY ..-h Mç_,(e«>)'=-, 
un résultat de la forme 

I<a série correspondante à la racine j a donc pour somme 

En conséq«>enc€, &i j» ~»* • • ' j' ^oul les diverses racuies de l'équa- 
tion (iS), et |S, 7,..., /, leurs degrés respectif» de multiplicité, la valeur 
de f (a.-, 2) sera donnée par la formule 

cjii K^, Kc,..., K/ désigueot des polynômes connus dont les degrés sont 
^-1,7- I,..., X - I. 
On remarquera que b,c,...,l, dont les inverses sont les racines de 
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r<x}uaUon (a8), sout eUet>-u)c-a)ei> les racines de 1 équation 

1^ = A« + A, r + A, r^M-, . Api*, 

*»biciiue en négligeant le terme A (x) de l'équation proposée (a5), et en 
y remplaçant ^ par r". 

223. L'équatioD (H) peut s'écrire, dam le cas où (a 5) est l'équation 
«iifiérenti^lle proposée, 

■ .t 

-4-A(«)-4-J A(a)tK*e*' + K«««'-|-...+ Krf^')<fcî 

puisque F (zi — A (z) est tm polynôme entier, on saura toujours trouver 
les intégrales de la première ligne, et les résultats pourront être intégrés 
f fois; quant aux intégrales de la seconde ligne, en général on ue 
saura pas les trouver; maiS| dans tous lis cas, la résolution de Téqua- 
lion (a5) est ramenée aux quadratures, et je pourra» m'arréter ici. 

24. Cependant je vais encore montri>r comme la notation du nu< 
niéro 19 Êicilite la résolution de l't ^nation (a5) dans le cas où Ton a 
A (or) SB o. 

Je pose 

ii, = s-;r«, = « — jf«, 

et comme F {z) est, dans le cas actuel, uu polynôme entier en s — x„ 
on trouma aisément udt autre polynôme F^»*), tel que l'on ait 

F(s) = F,r«p) et FCx) = F,ri'o). 

Eu faisant usag» de la valeur (aO) de <p(x, z;, l'équation (H) de- 
viendra 
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Poiaqa'on avsj; — xet«»ss — jr, la formule (a4) est applicable à 
l'intégrale précédente^ et elle donne 

^ = F, rv.) -t- Tv.F, + W- vJPK)' -H...]]. 

l'otir Irouver h voleur de j", il f^ndr.iit intégrer (p 4- 1) fois ce ré- 
sultat par rapport ,\ r, et chaque fois tie Xg k x; mais comme il revient 
au même de l'uitégrer p + 1 fois par rapport à fo* el chaque fois de o 
à la formule (a a) peut être employée et elle ooiiduit à 

^= Ô(M,) -H rvr'F,(«'o)Ii + »',PK1-+- «'ÎP(«'.)'-H. . .J]. 

Dca raisonnements et des calculs analogues à ceux qui onl été faits 
k Toceanon de la fonction <p (âr, z) montreraient d'abor«l que jr peut 

être développée en série convergente ordonnée suivant les puissances 

croissantes de i'^,, puis que peut être mise sotjs forme finie» et l'on trou- 
verait par cette voie la valeur bien connue de jr. 
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SUR LA FORME 
X* + ayr + y-^ -^^ isr -i- -h 3<*; 
Pai h. J. UOCIVILLE. 



II iKuis est Tacile inainteuant d'indiquer une méthode situple pour 
trouver le uontbre 

N (« =ï + a-j + H- 3»» 3 « 3«« ) 

des solutions de l'équation 

» = 4- M- 3i* H- 3«< H- 3<S 

ou n e^ît tin entier donné et x, j'y z-, t des entiers quelconques, posi- 
tifs, nuls on négalif». 

Et d'abord on vmt sans peine que quand il s'agît d'un entier nuil- 
tijite de 3| la valeur du nombre demandé est égalf à celle de 

N (n — 3-' -H xy -i-f - -h z- -4- z/ Z*) 

que nous avooi dounfe dans le cahier de mai 1 863 (p. 1 4 1 ). On peut 
donc se borner au cas d'un entier premier à 3, c'est-à-dire fiiire sen- 
lement 

n = 3g -I- I 

et 

« =s 3g -i- a. 

Mais d'un autre côté il est aisé de prouver que poui 

n — 3g 4- 2 

l'équatioD proposée est impossible. En d'auircs termes, on a 
N (3g + a a= X» -I- a*/ -H/» -t- 3«» H- 3s< 3i«) = o. 
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Nous o*avons donc à nou* occuper que des eotiers n de U forme 
3g-*- 1- 

Dans cette hypothèse de n ss 3g- + i , OU cherchera (que n soit pair 
ou impair) la somme 

des diviiieurs de is; et on aura 

T!([n = x* + xjr -i-j* -i- 3»» -h 3sl -h 3<«) = 6Ç, («). 

Cette formule résout la question proposée. 

Ainsi, pourn= i , on devra trouver six solutions; et, pour » =^ 4, 
on devra en trouver quarante^eux. Mais je laisse au lecteur k vérifier 
Tezactilude de ces résultats, et je ne veux pas insister sur les ni^plic a- 
tions ntinirriquef? que l'on petit f.iire tir notre formule. Je ne m'iii n - 
tcrai pas non plus à chercher séparément le nombre des solulions 
propres, m'en référant sur ce point à la méthode générale que l'on 
«>nnait. 
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SUR 

L'INTÉGRATION DE LA DIFFÉREiNTIELLE 

— ■ ■ ■ — . flfjp • 

Paa m. p. TCilÉBIGB£F L^^J. 



L'intégration de la diftcrcnticllc 



dx 



ne présente aucune dilBcullé, û la fonction 

a des facteurs éf^niix. En faisant donc nbstrnctioii de ce cas, nous sup- 
poserons dans tout ce qui suit que ics faclinirs de la fonction 

•ont tous difîérents entre eux. Dans celte hypothèse» comme Ton saii| 
Tint^ation de 



eu termes finis est impossible; de là on conclut que l'intégrale 



[*] Cette Note a ctc imprimée en i86ô (JaD» le Muiletin de l'Académie de SaiM- 
Péttnbourg (t. III ). Nom la reproduiiom ici xwec plaisir, <ur la demaiide ét l'auirar. 
IfmiS j joignons mùme l'extrait substantiel que M. Tc hrbichef • donné aUMi àê son 
timnil énm |ps Comptes rrndiis <lc nolK Académie (1. 11), {I. L.) 

Toae IX (a* MrU }. - JoiLW 1M4. ^9 
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ne peut être expriniée en termes finis que dans le cas où l'on donne ù 
la constante A ump valeiic convenablement choisie* £n effet, si l'on 
admettait que i'intcgration île 

en termes finis fût possible dans le cas de A = C aussi bien que dans 
cehii de A = C,, on trouverait que la même cbose aurait lieu relative- 
ment à la difiérentielle 



qu'on obtient en retranchant les différentielles 



fl.r, — — - tlX 



Tnne de l'autre, et en divisant leur différence par C — ce qui est 
inadmissible. D'après cela les différentielles de la forme 

j -f- A , 



ptesciiteikt l'un des deux cas: ou, pour une certaine valeur de Af 
l'intégrale 

-f" A » 



s'ex|)t iiiie en termes finis, ou bien, pour toutes les valeurs de A, une 
tulle expression de 

f ^.dx 

J V X' -t- ax' -+- fj.r' -+- '/.c H- 9 

est impossible. La discussion de la difiérentielle 



Dlgitlzed by Google 



FUB£S £1 APPLIQUÉES. 337 

sons ce rapport est d'une Irès-grande importance. C'esl à cela que se 
réduit, vu définitive, l'intégraHoti des différentielles qui contiennent 
la racine carrée d'un poiyuôuie du troisième ou du quatrième degré, 
comme nous Tiivoiu montré dans le Mémoire sur ces différentielles [* j , 
et c'est par là seulement qu'on peut reconnaître si la fonction ellip- 
tique donnée de la troisième espèce est réductible ou non à cette de 
I l ]>remiére. Ces c|u» siions importautes surpassent les moyens que 
pnsscde 1 Analyse dans son état actuel, faute d'un crilei uuu inluillible 
par lequel, d'après les valeurs des coefficients u, [i, y, ^, on puisse 
reconnaître si l'intégration de 

.r -1- A , 



pour toutes les videurs de A, est impossible en termes finis ou non. 
D'après ce qu' Ahel a donné dans son ingénieux, Mémoire sur Tiuiégra- 

tion de la différentielle Tiotégraie 



pour toutes les valeurs de A n'est impossible eu termes finis que dans 
le cas où la fraction continue, résultant du développement de 



V -r* -t- ara* -t- /S** h- 7* + 



est dépourvue de pénotlicité. Mais c'est ce dont on ne peut s'assurer 
aussi loin que soit prolongé le développement de 

vu que le nowibre d* termes dans ime période reste arl)itr;ure De 
uiéiite ou ne peut tirer, par rapport à celte question, aucun parti 



[*] Mémotm ée fJcadémg impMtte de$ Sdaua de SaiM'Pétersiourgt 6* «érir, 

39.. 
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de la rotisirlération de certaines iutéprnles dt''fuiies, d'opres lesquelles 
on |>ciit assigner aDalytiqueuieiit lous les cas des différentielles de la 
forme 



qui s*totègrenl ën termes finis; car, pour reconnaître par là qtie J» 
diflerentietle donnée, pour toutes les valeurs de A, n'admet pas une 

tcllo intégration, il est indispensable d'avoir les valeurs exactes de ces 
intégrales, tandis f|nVl!ps ne peuvent être évaln^es, d'après les coeffi- 
cients Gc, y, (^, qu'avec une approximation plus ou uioins grande. 

Pour la Bolntion complète des qu^ions nnportanles que nous ve» 
nons de mentionner, on doit trouver un procédé qui, d*apr«s les 
coefficients a, J3, y, ^ et à l'aide d'une série d'opérations algâ>riques 
en nf»inl»re limité, conduirait à reconnaître rfnf, par le choix COnve> 
n.ible de A, il est po^ble ou non de rendre 1 intégrale 

«4-A j 



esprimabie en termes finis'. C'est ce que nons avons cherché à faire 
pour le cas de a, jS, 7, è rationnels, et, pour ce cas, nous avons trouvé 

une méthode qui, au moyeu des opérations algébriques et en nombre 
limité, conduit ou à trouver l'expression de l'intégral^ 



s= cfX, 



avec une cerlaiue valeur de A, ou à reconnaître que pour aucune va- 
leur de A cette intégrale n'est possible en termes finis. 
Cette méthode JHntégration de la différentielle 

* + A , 



où 

«f Pi Vi ^ 

sont rationnels, consiste en ce qui suit : 
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I* On réduira l'inlégrale 



à la forme 



J V*' + «a* + 7* -i- * 



où /. m sont (les nombres eaiient ce qu'on peut toujours faire par 

la substiLution linéaire 

si la fonction 

jf* + ««• + ^x* -h yx -I- ^ 

« u» facteur rationuel du premier ilegré. Dans le cas contraire, on 
réduira préalablement l'intégrale 

en posant 

«b J_J__i_ 

I » \ i 4a— — •» 

^jr» + «x* H- p X' H- 7 X -4- J — — - «a: — -ïJ:^— 

d'après quoi, en laisant 

9>» — 8tt|l-l-i6y ~ 



on obtiendra 

— "-^^ _ ^.x^i / V - .r/^-hilog^ 

011 la nouvelle iolfgrale contient, sous le signe du radical, un |>oly« 
nÀme doué du facteur rationnel a. 
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a* On examinera si la fonction 

i* /a' -H /HZ- -f- HZ 

est décomposable en deux facteur» rationnels du second degré 

(** 4- pz) (a- -h rz •+• s) 

dont les coefScienb r, « vérifient Téquation 

(0 * (^^, — ff$' ■+-s)s= nombre carré, 

et au moins l'une de ces deux inégalité 

(a) />/■-- aj>o ou ^s — r'>o. 

Dans le cas où il est possible de décomposer la fonction 

z* -h Iz* -^tiiz* ■+■ HZ 

en deux factmirs (z*-hpz), (s'-t-rs-f'x) qui remplissent ces condi- 
tions, et où p n'est pas ^al à r, on réduira l'intégrale 



en posant 



ce qui donne 



. ^ — M» m 



J v«'H- /«^-t-M^'H-ffs " * J v«« + (a»— '^iii*. — -•- 4**1 1' 

4- - h L' -= 7==. — 

nouvelle intégrale 

».4-fr~jg)(aB— _ 
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la védatra <Ie la même manière, en tant qne la fonction 

[r-, + C/J- r/J - />/•)» -+- /| jr, J 

est décomposable en deux facteurs rationnels 

qui renipUsseni les conditions 

s, ip] ^ pitt+St) = nombre carrî^, 
/>, r, -aj,>o ou 4#, -r»>o, 

p, n'étant pus égal à r,. Et ainsi de suite. Si, dans ces réductions, on 
rencontre une intégrale 



«Jdiis lucjuelle la fonction 

« * + »h »' + 
se dccoiupose en deux facteurs 

dont les coeiflcieuts o ^^^^ égaux, on trouvera immédiaternenl 
Texpresiion de cette intégrale, d'apn^s la fonnidc 



ftSi = - log I I I I 





en prenant 

Dans le cas contraire, on répétera ces réductions jusqu'à ce qu'où 
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paryienne k rinlégrale 



dans laquelle la fonction 

n'est plus (iécomposable en deux facteurs rationnels du second degré 

qui remplissent les conditions 

^^p^ — p^r^-h Sy) =: nombre carré, 
/i^r, — a*jj > o ou 4 — > o, 

ei OQ traitera cette intégrale par un procédé que nous allons exposer 
tout de suile. 
3" Ayant k intégrer la difTérentielle 

ïH- B J 

ffZf 



V s' -h /s^ •+- itif -i- nz 

OÙ la fonction 

»* H- h* + m»* + tu 

n'est pas déconiposable en deux facteurs rationnels 

(z* -h /Js)(z* -+- r: -4-^) 

qui remplissent les conditions 

s(p* — pr -i- s)= nombre carré, 
pr— a*>o ou 4* — '*><>» 
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on calculera, d'iiprèt les formules 



(5) 



***■*— ' a/; — 8/,///. + 16«.' 
3 n 



i 

sss — I», -I- ^ /, - g // , 
les nombres 

m,, n,. 



eu poussant le calcul jusqu'à ce que Ton rencontre dans cette suite 
une valeur fractionnaire, ou que l'on trouve deux systèmes de nombres 

"*/«-»-»» '*^-*-» 

qui soient respectivement égaux. Dan» le premier cas, on conclura 
que l'inlégrale 

z + B 



/ 



pour aucune valeur de B, n'est exprimal)lc en larmes finis. Ibiis le 
!»econd cas, ii sera cert.iin que cette intégrale, pour une ccrtait)e valeur 
de 6, est exprimable eu termes finis, et son expression sera donnée 
par celte forniale 



(4) 



f ° r/i = log (\ Sf *\ 5a . . . »m) 



où a„ a«, a»..., aj.^.» sont des fonctions algébriques de a qui se déier* 

TeuM IX («• léila}. — Joiucr i86(. 3o 
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minent ainsi : 



— — j _ / ' * 

^ ' ^ . î;-+-/,s;-f-«i,;: +-«iî, — sj — -/,s, — 2 — 5 — i 



«1 = 



(6) 



Quaot à la valeur de die sera donnée par celle fomule ; 



Ije nombre des uptraiiun-s qu'on aura à laii'e par cette inéliiode 
d'intégration aer» toujours limité. Les rédaction* k esécuter, d'après 
le A^ sur rintégrale 

J ya' + -(- -t- hz 

dans le cas où la fonction 

a* -H /a' -f- ma* h- na 

se décompose en deux fadeurs (x- + px).{x^ + ivr + qui vérifieitt 

ies conditions (i)et seront en nombre iiifrripiir nti plus [>etit ex- 
posant des facteurs premiers dont se composent les termes de la 
fraction 
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réduite à sa forme la plus simple. I^e nombre des sjrstémes 



4» '*o> 



qu on aura a calculer, d après le 3°, en traitant l intégraie 
OÙ la fonction 

s* 4- + BIS* + H3 

ne se décompose pas en deux facfptirs (r- -f- /c", . (z'-i- rz -f- 5) vf-rifiaiit 
les conditions (i) et (a), ue surpassera pa» celui des solutions entières 
des équations 

Z* (/jX» Z - X" ¥■ - i»XYZ + 4 Y* 4- a:Z») 

= «• (4/»« — ^'«1» — 18/iMn H- 401' + 37/<'), 

qui ne peuvent être qu'en nombre limité; en elTi t, d'après la dernière 
équation, le carré de l'inconnue Z doit être diviseur de 

»• l4/« ti — m* — i8/fRR + 4 /»• -I- 37 n»), 

et tant qu'on fixe la valeur de Z, les deux autres inconnues se déler- 
mioent complétemeni par ces équations. 

Pour montrer sur des exemples l*asage de celte méthode, nous 
allons eherclier, en premier lieu, Tintégrale 

r rfx. 

J v/''+-^--| 

Gomme la fonction 

n'a pas de facteur rationnel du premier degré, on réduini celte nité> 

3o.. 
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grale, d'après le i", en posant 



I 

â 



y/ x' -J- H- .r -1- 7 — x' — i 



? 

De cette façon on obtient 
(7) 



£n remarquant <jue la fonction 

a« — ai» — X 

ne se décompose en deux facteurs rationnels du second degré 

(»«-f-/ï*)(«*-i-r8-l-*), 

qu'en prenant 

p=i, r = -i, * = — I, 
et que ces vaieun ne và'iOent pas la condition 

t{p^ — /xr^- s) s nombre carré, 
ou passera immédiatement à la recherche de l'intégrale 

suivant le 3°. Pour cela on calculera les nombres 



d'après les formules (3), eu prenant 

IsEO, n = — I. 
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L'on obHepdra de cette maniéiw 







Mo s 


— 3i 




/.= 


4i 






«•= 1» 




-4, 


m,= 


4, 




/.= 


4. 


ai, s 


4> 





£u remarquant que le dernier système des nombres 

/„ m,, ff, 

est identique au second 

<M) s'y arrêtera, et i'ou conclura tout de suite que l'iutégrale 

pour une valeur de 3 A convenablement choisie, est exprimable 
termes finis. Comme dans ce cas 

on aura, d'après (4)i 
où les fonctions 

*«» *»« 



en vertu de (5), se déterminent ainsi : 
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H- 4 s? + 4«: H- si — as, 



= X -4- I, 



Zm - 



1^ I 



D'après cela on trouTe 

/ ^/-^^-z* ^^^^ 5 ( V*;) 

D'autre part, comme 

= r , V = 3, /o = o, /, = .'i, /, = - 4, 

on obtient, d'aprè» (6), pour la constante aA, cette valeur 

I » 4/4 4\ I 



D'où il suit que 



D après ces valeurs de l'intégrale 

J ^ »' — aa' — » 
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et de la constante A, la formule (7) nons donne 




où 



En portant celle valeur précédente de s dans l'expression précédente 

de { intégrale 




on obtient ep dt'finitive 
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Prenons encore pour exemple i intégrale 

f A. 

J l/j* + 5»» + 3»» — » 

Comme la fonction 

z* 5z*-h 3«* — z 
ae décompose en deus Êicteurs ratioonds 

en prenant 

p=if rssAi *î=— ». 

et que ces valeurs vérifient la contlitiod 

« _ pr-i- 4) s nombre carré 

et l'inégalité 

pr— 2S > o, ' 
on réduira, d'aprèa le a*, Tintégnile 

f '-^^ 

en poMDt 

(/■ — />)«-+-* 3»— l 

On obtiendra de cette manière 

f = i r ..4.6B-3 ^^.^ 

Ia fonction 

a* — - 8i5Î 81 z,, 
éiant composée de quatre Cacieura rationnels du premier degré 

s,, £, — 9, 2, — 1, a, + 9, 
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on trouve, pour sa décomposition ca deux facteurs rationnels du se- 
cond degré 

trois systèmes de valeurs pour r, f, savoir : 



P--9* 






s=- 9, 




r= 






P« 9» 




10, 





Or, comme aucun de ces systèmes ne raid la quantité — pr+s) 
égale à un carré parfait, on cherchera l'intégrale 



..+6B-3 



par ie 3°. Mais, en passant à la délermiua(iun des nombres 

d'après It's formulps C^), on devra s'arrêfer sur /|, CU remarquant 
qu'il résulte pour lui uue valetir fractiouuairc 



I — 



) fî' ' _ 'o4979 . 

Q . u. ■ .*i c. — ' 



— a — 8.i.»i-Mb.8i ^& 

de là on conclura tout de suite que Tlntégrale 

et conséquemment celle eu question 

est inexprimahle en termes finis, quelle que soit la valeur de la 
constante B. 



T«M IX (•!/• >ifto% - JnixsT 1864. ^ * 
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L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIEIXES IRRAIIONNELLES; 
Pae h. p. TGHÉBIGHEF [*]. 



£n vertu de ce que nous avons montré diins le Mémoire sur Tinté* 
gration des différentielles qui contienneiit une racine carrée d'un po- 
lynôme du troisième ou du qualrièine degré {Journal fie Mathcnm- 
fiques pures et apji^uées d« Al. Liouville, i857J, l'intégration de la 
différentielle 

/(X) tU 

ei» termes finis, quelles que soient les fonctions entières /(jc) et 
F (a-), se réduit déBoitivemeot à révaloation des intégrales de la forme 



y^c' -j- <x 4- ^ + /If -r ft 



OÙ /, Oit ftf p sont des valeurs connues et L une constante qui se dé- 

lennino par la rnndition que ces iiité^'iales soient exprim;il)k's en 
termes (înis. Tant que cette condition peut être remplie, on trouve 
rintégrale 



-t- Ht** + tue H- ft 



d'après la méthode d'Abel, en développant en fraction continue l ix- 
pression 



[*] Oimptei n»diu de VdtaâMe det S^emtt (l. LI, p. ^6), &é«noe dn 9 juil- 
let 1860. 
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et en poussant cp développement jusqu'à des dénominateurs où sr 
manifeste leur périodicité. Mais comme cette périodicité n'a pas lieu 
dans le cas où l' intégrale 



/ 



n.r. 



^jc' -+- /x' ■+■ rii^ -h «X -+- jt 



pour toutes les valeurs de L. esl impossible en termes finis, on conçoit ' 
que cette méthode oonduit à une série d'opérations qui peut aller k 

riufini sans donner aucun résultat décisif. Cette didGculté ne saura 
être levée par la cousidératiou des intégrales qui détermiueut la nature 
de la fonction 



J 



Vj^ -h <i» -h «j:* -4- »« +/» 



et par lesquelles on peut reconnaître s'il y a lieu de chercher sou ex- 
pression en termes finis, car pour cela il est indispensable d'avoir la 
valeur exacte de ces intégrales, tandis qu'elles ne peuvent être éva- 
luées qu'approximativenient. Pour l'intégration en question, on doit 

avoir un moyen qni, d'après la nature des quantités /, m, n, et à 
l'aide des seules opérations algébriques en nombre limité, puisse ma- 
nifester si l'intégrale 

X4-L 



est possible ou non en terines finis. C'est ce que nous avons cherché 
à faire, et nous y sommes parvenu, en tant que les quantités /, m, ii, p 
sont rationnelles et le polynôme 

jc* ■+■ hc* -f- wr* ^ nxH- p 

indécomposable en facteurs linéaires à l'aide des seuls radicaux 
carrés. Au moyen de la méthode que nous avons trouvée pour l'inté- 
gration des différentielles de ce cas, on parvient, par une série d'opé- 
rations identiques, ou k s'assurer que cette intégration est impossible 
en termes finis, ou bien à l'exécuter complélement. En tous cas le 
procédé se termine, el chaque fois on peut assigner la limite du 

3i.. 
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nombre des opérations qu'on aura à faire. En romcttani i'exposé de 
celte méthode à un Mémoire déiailié sur ce sujet, nous nous bornerons 
pour le moment à obserw que, pour le cas que nom avons résolu» 
Ia méthode en question fournit un moyen infaillible d'assigner U H- 

mile où, en cherchant l'intégrale par la méthode d'Abel, on peut tou- 
jours arrêter !e développement en fraction continue. Cela posé, et en 
admettant, pour plus de simplicité, que la diiférentielle 



^we* -4- ^ + «h ff« /> 

est réduite à la forme 

T -f- A . 



/>, g, r désignant des nombres entiers, la méthode d'Abel relative au 
cas en question peut être complétée ainsi qti'il suit : 
Si dans la différentielle 



le polynôme 

X* -H px* ^qx-hrt 

ayant pour ooelBcients des nombres entiers» n'est pas décomposable 
eu facteurs linéaires à l'aide des seuls radicaux carrés, cette difiéreu' 

tielle, quelle que soit la valeur A, ne pourra être intégrée en termes 
tiiiis, taut que dans la fraction continue résultant du développe- 
ment de 



yo. * -+- px'' (^x 



aucun des aN — 1 premiers dénominateurs n'est du deuftïème degré, 
m étant le nombre des solutions entières des équations 

j-^ — 3.rs as />* + I a r, 
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Dans le cas contraire, pour une certaine valeur de A, ta différenlielle 



^3i*^pa* + ^x + r 
s^iitégre en termes finis, et l'on trouve sou intégrale par la formule 

où r^ix] est la réduite qu'on obtient en s'arrélaot dans le développe- 
ment de 

en fraction conHmie au premier dénominateur du second degré, et X 
le degré du numérateur de cette réduite. 

La méthode d'Abcl ainsi complétée donne tout ce qui est nécetsaire 

pour l'intégi alioii des difTérenticlles en question, vu qu'on peut tou- 
jours déterminer le nombre N qui désigne combien les équations 

y* — 3 jr» = />• -H lar, 

ont de solutions entières. 

En cfTer, la dernière de c^ équations suppose que le carré de s 

divise le nombre 

(4/»' + a??') — «6 [(/»• - 4/)» H- 9/19*] r. 

Donc, en cherchant les diviseurs carrés de ce nombre» ou parviendra 

à assigner toutes les valetirs qtte peut avoir l'inconnue s. D'autre part, 
en prenant pour z cliacune de ces valeurs, avec le sigiu' -f^ otî — , 0:1 
aura pour obtenir x et j- deux équations qui déterminent complète 
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ment ces incoanuei», et qui^ d'après ia loriue de ces égalités, ne peu- 
vent avoir plus de tSx. aolutioDS. Il sera donc &eile d'énum^er les 
solutions eotiéres de ces équadoDS, et on voit, que leur totalité ne 
surpassera jamais le produit do nombre des diviseurs camés de 

(4/^* + a7f»)9*— i6[(/)* - 4r)' H- 9/k/»J r 

par la. 
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PRIX PROPOSÉS PAR L'ACADÉMIE DE BERLIN. 



1. 

EX VVCaVtk A BTBIBTBRO UrSTITnBSIDIS CBBTAMtniQ» I^ITTEEABIIS 

UGATA. 

Quum III. Steinerns commentatione egregia, qu» anno MDCOCLVI 
in rebtionibus Academiac meastmis prodiit fundaraenta pofuerit 

qiiibus superficicrum tertii nrdiiiis tli<'Oiia gonmctrica snpcrslmi po- 
tfst, Acadcinia scienlianiia viros iu incthodis syntlieticis vcrsatos 
cohortatur, ut qux a pracsUuti&simo geotnetra iucboata siint c'>m- 
pleaot atque perfidant. Quem ad finem id potiiaiinuitt spectaudiim 
erit, primum ut propositioauiii pnecipuarum demoiutrationes ab ipao 
aticioro non nmprimialioeia designataï diligenter elaborentiir; dejude 
ut disquisitio f^eometrica ad eos qnoqiH' c isiis nonduoi salis explo- 
ratos exhMulatiir, iii qiitbiis pveiiit ut t>li-nienla quaulam ad superficiel 
cuti»ti-tictioneiii a Steiiieio adbtbita non siiit realia. Praiterca et&i Aca* 
demîa dod postulat, ut lineae duplids carratune ex interiectione 
duarum superficieram tertii ordinis prodeuntes accurattus exaini-> 
neiiiiir, tainrti rem gravissimam factariim este oensett quihanc partem 
Steinerian 1 d urtrinac supplevcrit, 

Constttutx sunt Calen'l.i- M;irfi,T niini MDCCCIAVI, uUra quas 
uulla:couiuicutaliones ad certatiien aiiuiiueutur. Addenda: sunt ex mure 
solito codiaaentationibus schedulae, qine nomen auctoris contideanr, 
obfiignaïae alque îisdem îmcriptioiiibus« qua; coimnentationibn» pr«- 
fixx sunt, itingniln'. Pra ïuiiun, quod est DC loacbimicoriim, adjudî* 
cabilur in coiiventu soleiutu LeibniHaiio, qui haln-lM'-ir mense Itilin 
anni MDCCCLXVI. In cuiiscribrinli'i coinincutatiuoibu» bngua uli 
Ucct sivc germanica, sive latiua, bive gallica. 



[*] Vidi-as ctiam Diarii Creliiani, vol. LUI. 
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Tbeoriii ruQclioDutn ellipticariun et Abeliananim jam in omnibus 
iere maiheseos partibus problemaium, quœ antehac difficilUuia vide- 
bantiir, soliitionem perfeclam suppedilavit. Neqtie dubîtandum est 
qnin plnni adhac née minas gravia ejuadem gcneris restent, qii« 

novos gpomptrarum cotnfiTS cxsppctant. Qtiatn nb rem Acadcmîtt 
scientiaruin vtsum est haiic publice proponere quaestionem : 

Ut. prohlcma quodcunque majoris momenti, cujus nr^nmcnfitm c.t 
algebra, doctrina numerorum, calcula integralij geometriaj disciplina 
mechanica et phjsica mathematica sunii potest^ transcendentiwn eiUp- 
ticarum aut Abeîimanim ope absolvatar. 

Constituttc sunt Calendx Martise anni MDCCCLXYII, ultra quas 
nullte commentationes ad certamen admittentur» Addendœ siint ex 
more aoliio commentatioDibiis schedul» qnie nomen aoctoris contê 
neaott obsignalte et iisdem inscriptionibtis , quat coinmentatioaibm 

prîefixtB siint, insignilae. Praetnium qtiod os» rputum ducatorum aureo- 
rmn ndjtidicabilnr in convetitii solcmni Lcihnifiano, qtii hribebittir 
mense Iulio aoni MDCCCLXYII. lu conscribeiulis comiiieiitatioinbiis 
Hngua titi Itcet sive germanica, sive latina, sive gallica. 
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QUELQUES FORMIJLFS (.KM.UALES QUI PEUVETsT ÈTllE UTILES 
DAiNS LA THi:URIE DES NOMBRES; 

Pab m. i. UOUVILLE. 



TRBIZIÈMK AirncLB [*]. 

1. Je profite d'un instant de liberté pour reprendre la publication 

des notes que rempli d'une ardeur extraordinaire j'ai (en quelques 
semaines) entassées les unes sur les autres pendant l'automne de iSS^, 
au sujet de certaines Jornudes générales également utiles dans la théo- 
rie det nombres et dam celle des «aites faifinies. Le lecteur, dont je 
réclame de nouveau rindulgencei voudra bien me po'mettre cette 
fois encore d'ajourner les dénMmstrations, qui lool au reste des plus 
siinplf^ 

Convciioiis d'abord de qnelqnes notations dont nous ferous con- 
stamtneiil usage dan» le cours de cet article. 
Soit 

m 

un nombre entier donné, de la forme 

Posons de toutes les manières possibles 

m ^ «ij -h 4 iftl -h a /»!♦ 
m^, m, étaut des entiers, savoir : Jiti impuir, positif on négatif; m. 



[*] Les six premUifS arlidei ont été puUiés en i8S6, ks 6aq suîvuiia en iSSg, «t 
ledoaiiénwcB 1860. 

Ttan* IX (a* aérie). - JinuR 1884. 3a 
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pair ou impair, positif, nul ou négatif; enfin m« impair et positif. Il 
est bien clair que l'expression 

ne peut représenter, sous les conditions indiquées, que des entiers 
^3 (inoU. /i). Aussi supposoiis-nuus 

Maintenant décomposons rentier impair et positif m» en un produit 
de deux Êictenrs conjugués d^, en sorte que Ton ait 

f/t et étant aussi des entiers impairs et positiik. L'expression de m 

devieiulra 

m sas »i* -h 4 #«* -H ar/, 
L'entier m étant donné, il y aura plusieurs systèmes de valeurs de 

m,, rti), Wj, 
et à rortiori plusieurs systèmes de valeur:» de 

III,, III,, i/|, 

Nous considérons à la fois tous ces systèmes, et c'est à leur ensemble 
que va se rapporter le signe de sommation 

1 

qui figurera dans noe formules. 
2. Ces préliminaires compris, désignons par 

une fouctiou impaire (analytii^ue ou numérique) des trois indétermi- 
nées JCf y, % dont les valeurs seront toujours entière, de signes quel- 
conques, mais X impair, / et s pairs, la valeur zéro admise. En Ui- 
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sanl que la fonction 

est impaire, r^tivMient à z par exemple* dous entendoos qne, pour 
toutes les valeurs de .r, j% x dont nous ferops usag^, on aura 

et comme il peut arriver que s s^o, nous ajoutons la condition spé- 
ciale 

f{x,J'y 0)=O. 

Par rapport k on devra avoir de même 

F 2) = - ^{^'f ; > s;» 1^ = 

Mais relativement â jr, entier impair et dès lors toujours difTérenl de 
zéro, it suffit que 

F(^.T, X, a) = -F(x,^%«); 

il n'y a pas à se préoccuper de la valeur de 

F{o, j% z), 

qiti ne se présenforri inninis On ii'.i ;t fciiir compte que (les systèmes 
de valeurs de f z dont on fait usage. La fonctiou ^{x-^y^ z) est 
suffisamment définie pour noire objet quand on donne pour ces di* 
vers systèmes (en nombre limité) las valeurs correspondantes de la 
fonction, lesquelles sont du rexle à volonté, sotis les conditions que 
l'on vient d'énumérer. 

5. Les valeut9 que nous attribuons à 

op, y y z 

sont tirées du mode de partition de IVntier donné m que founiie 
notre équation 

m = in\-k- 4w5 -h ^fità,. 

32.. 
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Les voici : 

jr = ftt-h9Mi - ///,, 
Msstft'irimi 4- m,. 

A chaque spHètM 
répond une valeur de 

savoir 

r'((?, — //, -t- a/Hj — m,, f/, -h ao/j -h m,). 

Cette valeur est tantôt positive, tantôt négative. Or notre théorème 
consiste en ce que les valeurs négatives et les valeurs positives se com- 
pensent exactement, de façon que la somme algébrique pour l'en- 
semble des systèmes 

m,, m„ rf,, 

qui se rapportent à l'entier donné m, est égale à zéro. C'est ce que 
nous exprimons en écrivant l'équation 

(^) 2 ^t** '/i a«* w»!» ^9 a"»» H- ffi, ) =s o, 

qui nous parait constituer une formule nouvelle ei tr^-reman|uable. 

La somme indiquée au premier membre de Téquation (A) est au Ibod 
une somme multiple. Nous ne mettons cependant qu'un seul signe 

2, 

espérant que cette simplification (que nous nous sommes déjà per- 
mise dans une lettre adressée à M. Herniite, cahier de février i86a) 
ne généra en rien nos lecteurs, accoutumés maintenant à ce genre de 
formules. 

4. Nous nous bornerons aux deux exemples de m «s 3 et de 1» = 7. 
Pour m B 3t Féquation générale 
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fournit deus équations particulières 

3 = i' -)- 4-t' ^- 2.1. 1, 
3 = (— 0* -+- 4 .o* 4- a. I . I . 

Il it*y a donc qne deuc valeur* de 

F(x,.r, z), 

F(i,o, a), F(i,a, o). 



qui sont 



Elles sout toutes deux nulles, puisqu'une des indéterminées se trouve 
^le à zéro sous le signe F. Leur somme aussi est donc nulle. 
Pour m = 7f il y a huit équations de la forme 



savoir : 



= i*-i-4.o*-i-a.3.i, 

s (-1)» -H 4.0» -h 2.1.3. 
= (~ 0* + + 3.3. 1 , 

ï= f*-f-4.»*-Ha.i.i> 
= i*H-4(—i)*-^ 
= (— i)* + 4-i*-l-a.i.i. 
= (-i)« + 4(-i)» + 2.i.i. 

La soiiime des vaieurà cuirespoudaules de 

< .st donc composée de huit termes : 

F(3,o,«) + F(i, 3, /,)H-F(3,a, oj h-F(i,4,2)h- F(-i,ti,4) 
F (3, - a, o) + F (- 1 , 4» a) + F (3, o, - a). 

Or quatre de ces termes sont nuls puisque une des indéterminées y 
est mille sons le signe F| et les quatre autres se détruisent deui k 
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deux, paisqiic, |)ar la natnre de la foncHon F, on a 

F(-i, a, 4) = -fii,a,4) 

ei 

F(-i,4, 3) = -F(i,4,a). 

La formule (A) est doue vérifiée. 

."» On iinr-1 i\f' la formule (A) une fonniiU" particulière, mais encore 
d'une grande étendue, en remplaçant la fonction 

par celleci 

X— I 

(-.r~F(j,r), 
qui remplira les conditions voulues si la fonctiou nouvelle 

est telle que l'on ait 

F(-^,z) = -F(j, z\ l'i r, - r.)= -Ff^,z) 

avec 

Fto,s) = o, F(/,o) = o. 
Belativement à en efièt, 

(- 0 



est une fonction impaire, changeant seuleioent de signe quand x 
change de signe eu conservant sa valeur numérique qui, ne l'oublions 
pas, est toujours exprimée par un entier impair. 
Je pose, d'après cela, l'équalion 

<r.- 1 

-î -«-m, 

mais je ne m'arrête pas à la verîticr. 
6. Notofl» encore nne ^naiion qu'on déduire d» l'équaKon (A), ei> 
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y prenant 

la fonction 

continuant à être impaire par rapport à x, c'eftt-à>dire restant assu- 
jettie à la condition que 

.T, tt)as -#(jr, w), 

mais t'tani an contraire paire par rapport à «, en sorte que 

^(.r, — «)=5^(4r, «). 

De cette manière, eD effet, les conditions exigées pour l'exactitnde de 
la formule (A) seront remplies, comme on le verra fSunlement. 
le pose donc à son tour l'équation 

(A,) ^ [j (o\ - 2"'2, (ft -»- »"■■») — — 3/iï„ m,)l = o. 

Elle nous apprend que les deux sommes 

et 

sont égales entre elles; cela aura certainement lieu» je le répele, 
pourvu que l'on ait 

( - jr, #0 = - i {.r , «), § (.r, — «) sa #(x, u) , 

quelle que soit d'ailleurs la fonction 

7. 1)g l'équation (Ag), on pourrait descendre à Téquation plus par- 
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ticuliêre encore 

(A.) • f/W,-t- »!».)- /M =o. 

où la fonction 

/(«) 

doit être paire, c'otèdire telle qne l'on ait 

/(-«)=/(«). 
Par exemple, on pourra prendre 

t étant* une conMante quelconque, ce qui donnera 

— h m, 

2{*-0 ' [C0»(</, -H »!»,)<— CO«/l»,rJ =:a, 

équation qu'on peut réduire à la forme 

' coarf,<coeaBf,<=!2(~ ') ' cosm,/, 
en supprimant la^^aomme nulle 

KW, 

^(— i) ' sine/, /ain am, /, 

et qui se trouve répondre à une combinairao de deux de» équations 

établies par Jacobi dans ses Fundamenta nova. 

Mais je n'insisfe pas sur cfs détails. Mou but, daus cet article, élait 
surtout de poser la l'orniuie générale (A), en expliquant uettenient 
sous quelles conditions elle est exacte. Les applications viendront 
plus tard. 
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SUR LA FORME 

jt* -h J-* + -I" + a («* «»•); 

Pau m. J. jUOlTVlLLE. 



t. On demande une exprewioa simple du ncHulme des repréeenU- 
tions d'un entier n quelconque par la forme à six variables 

+J - -4- s' 4- -t- 2 + 

oUf ce qui revient au même, du nombre 

N [fi = a;' -H/» s' 2 ^rt- -h i»= )j 

des solutions de Féquation 

/I s= a:* -hj * + -h -H 2 (u' -f- M*), 

dans laquelle Xf s, ii, v sont des entiers pairs ou impairs, indîf* 
fcn niinent positlb, nuls ou n^atîb. 
Nous poserons 

m désignant un entier impair* et Texposant et ponvant se ridnire k 
séro. La valeur de 

M [a%« = 4- ^» H- a' -s- -H a («^ + v*)] 

dépendra naturellement de Fexposant a. Quand « est > o, elle dépend 
aussi de la valeur de m (mod. 4)- Mais elle dépend surtout d'une 
certaine fonction numérique de m proportionnellement à laquelle 

N [ A^iu — x'^ -i- > -H t' 4- a +• 

33 
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varie quand op considère la stiite des entiers a*i» qui répondent k 
une même valeur donnée de «t et de m (mod. 4)* D^uz mots d'abord 
sur eette fonction numérique 

2. Décomposons l'entier m, de toutes les manières possibles, en 
un produit de dena iàctears conjugués en sorte que 



La fonction numérique dont nous parlous s'exprime par ta somme 



En introduisant un symbole connu de Legradre, avec la signification 
pliu étendue que lui attribue Jacobi, on pent encore l'écrire 



On s*assure aisément que quand m est de 1* forme 4' + i > cette fonc- 
tion représente Texcés de la somme des carrés des diviseurs de m qui 

sont =1 (mod. /|) sur la somme des carrés des diviseurs qui sont 
= 3 (mod 4)« ï/inverse a lieu quand m est de la foi tue -h'i. Pour 
i/< = 1 , 3, 5, 7, 9, etc., les valeurs respectives de C'") &ont i , 8, aô* 

48, 73, etc. 

Déjà, dans le temps, ayant eu occasion de considérer la fonction 
numérique plus générale 
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iloni nous avons besoin aujourd'hui. B<>pré«enton»-la donc par 

Observons ei»core que la ronciiou pii^O <^st décomposable eu fac- 
leurs, et que ai en exprimant m par un produit de puissances de 
nombres premiers on fait 

«i-IIk), 

ulurn 

s'esprimera par le produit 

Il k ("r) + (^j «—-H...]- 

Enfin rappelons une autre fonction 

R,(iîi), 

exprimée par le produit pins nmple 

et liée intimement à (m). Ifous aurons en effet à employer la fonc- 
tion Rt(m) dans le couvs màme du présent article. 

3. Beveaaiit maintenant à la valeur demanilce de 
N [a*m = X* -hj* + »» -1- 1* -j- a («» 4. 

considérons d'abord le cas d un numbrc luipair, c'est-à-dire le cas de 
cra o, en sorte qu*il s'agisse seulement de 

N [n» = a' +jr' -H -I- a {u' v'.jJ. 

L'ocinpie <le {*») exprimera le nombre cherché. 
En d'autres termes» on a 

[t] N [m = a* -f- 4- H- 4- a + w»)J = 8f , [m). 

33.. 
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La formule (i) reste ia même pour m=s 4^ -+- < et pour /h = 4^ +3, 
e'eit4-dire pour 

(^) = " 



«t pour 

La valeur de, 



(^) 



joue au contraire un rôle quand il s*agil d'nn entier pair Car* 
dans rhypodiése de « > o, je trouve que 

Les formulas (i) et (a) résolvent complètement la question proposée 
au u" f . Je n'ai pas besoin de dire que le facteur 

«[''■*'-(^)] 

de ^1 {m) dans la formule (a) pourrait être remplacé par 

4[a'*^'-(-i)^I 

ou encore par 

4[a"*' + (~i)~^]. 
4. Appliquons ta formule (i), 

N [m = jf' -h j » -H s* 4- -t- a (a» -i- = 8^, 

à quelques exemples. 
Cette formule donne 

N [i = a* -+ j ' -»-£- + i- -h u ^u* ■+■ v')] - 8, 



Digitized by Goo;?Ie 



PURES ET APPr.lQUÉBS. a6i 

résultat qui s'accorde avec les identités 

I «s (± j)» -H O' -t- O- -r O' -H 2 '^O^ -I- o"), 
I = O" ( i^: I )» -H o' -(- O* -f- 2 (o' O»), 
I rro' O* -h (dt l)» H- O» + 2 (o* 
1=0* -I-O' H- O* -+-(dbi)» -h «(O» 4-0*). 

Elle donne ensuite 

N [3 z= .r' 4 j> » -t- -t- Z» + 2 («' -t- t-')] = G4; 
4>r cela est confirmé par les ideotité» 

3 = 1'+ i*-ho* + a(o* + o*) 

et 

3 = I * -h -»- o' -i- o* H- a ( I * -h ), 

qui fourniront pour l'entier 3 soixante-quatre représentations, si Toii 
a soin d'y affecter du double sipne rt ies racines des carrés qui ne 
sont pas nuls, puis d'^ opérer les permutations conveiiahles. 
On trouve encore 

N [5 = ar* h- a -h v'j] = ao8. 

La vérification de«e fût se tire de» trois identités suivantes : 

5= i« + a*«f>o'-i-o"-4-3(o'-f-o*), 
5 = i'h- i*-i-o' + a(i' + o'), 
5= i»-j-o*-i-o*-}-o*+ a(i* + I*). 

La première de ces identités fournit quarante-huit représentations de 
l'entier 5, la seconde en donne cent vingt-huit, la troisième trente* 
deux; or 

48 H- 1^8-4- 3a — ao8. 

identités 

7 = 1*+ i*-hi'-l-a* + a(o*-4-o*), 
7 = i' -H a* + o* + o* H- a ( I* -»- o*), 
7 = 1*-*. H- i'-i-o*4-a(i*-i- I*), 
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qui luuruissenl respectivement, pour l'entier 5, soixante-quatre, cent 
quatf«<viikgt>dottse et cent vingt-huit représenlatiotu (en tout trois 
cent quatre-vingt-quatre), confirmeiit Texactitucle de réqitation 

N j 7 = a.' -h y -h z- -i- 1- -t- 3 u' ■+■ =. 384. 
Enfin, la formule (i) donne 

N [9 = X» + H- + 3 («• + f • )] = 584 i 

et oe résultat aussi est vérifié par les identités 

9 = 3*+ o* + 2 (o* -h o'), 



Elles feumiswnt en effet respectivement, pour l'entier 9, liuit, quatre* 
vingt-sei/e, deux cent dnquwte-six, cent quatre<-vingt>dottae, et 
trente-deux représentations; or 



9 



9 



9 



9 



1' + a' -f- -j' -r o- i a(o' -+- o'), 
I ' -H j -■ -i- r -4- a'-* a ( I * -^- o»), 
i--f-a»-i-o»-ho» + u{i»-+- i'), 
i ' -j- o- -i- o* -+- -»- 3 (3- -t- o^). 



8 4- 96 -H a56 ■+- 19a -f- Sa 3( 584. 



5. Vérifions à sou tour la formule (3), 



où l'on doit prt'iuîre a > o. 



Soit d'abord a — i, a\ec m = 1 . Celle formule donne 
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£u y aileciaiu «iu double aiguu ^ le» raoiiie& de$ cam-s qui ne lîont 
pa$ trait et en y opérant le» permutatioiM eoavenaUet, on en Ifere res- 
pectivement vingtiqiwitpe, pnii quatre représentalioBei de Teatier a ; or 

a4 H- 4 ^ 

Soit ensuite oc =: i , ma» m as 3. La fermitle (a) nous donnera 

N [6 = X» + 2» -I- H- 2 (u* -t- =ï a«8. 

On vérifiera ce fait au moyen des identités 

6 = I ' I ' -H -4- f)'^ •+- 2 (o* «)* 
6 = ï* -h O* -4- 4- o* -H a ( I * -h o' ), 
6=s|'H-I* + t^-4-a(l'-|-o'), 

0= i» + o'-*-o*H-a(i*-4- 1*). 

La première et la deruière de ces identités fournissent cliacune 
quatre-vingt seize représentations, la seconde en fournit trente*deux 
et la troisième coisante-quatra : le total est bien deux eeot quatre- 
vingt-huit. 

Avec a = I , prenons enfin m = 5. La formule (a) nous donnera 

et la vérification se tireru cette tuis des iilcntiti-s 

lo s I* 4- 3' -1- u* o* + a{o* -h o'}, 
lo^ i*+ i*-»-a*-ha*-»-a(o*-|-o'), 
10 = a' -h a* + o* -h o* + a(i * -h o'), 
10 s i«+ a' + o* + i'), 
losx i*+ t«-i-o* + o*-j-a{a'-ho*),' 
i« =: o* -h o" 4- o* -h o* 4- a (i • a*), 

qui fournissent rsiqiectivement, pour l'entier lo, des nombres de re- 
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présenlationrrosrqués par 48, 96, 96, 384, 96, 8 : h lOBiiiecat 
bieti 7^8. 

P««MDt aux nombres pairemfiit pAirs, bonion»>iioii» prendre 
msstt avec «t s= 9, puis «t s 3. Vous aurons d*abord 

M [4 — .t ^-i-j '-t-z^ -1- -i- 2 -h i'^)] = ia4; 
cela s^accorde avec les identités 

4 = 2^ O' O* + O' i {O' -+- 0^)y 

4ss |«4.a(o*-»-o'), 
4 sa |« -h I« -K O» + O* + 3 (l* 4- O"), 
4 = O' -h O' 4- o' + o' + + I*). 

Elles fournissent respectivement, pour l'entier 4} huit, seize, <)uatre- 
vingUiieize el entin quatre représentations ^ or 

8+ 16 4< 96 + 4 — «34' 

On a ensuite 

N [8 = X* +} * -I. 8» -1- <» H- a (/i' H- i'')] = 5o8. 
Or des identités 

8 = a* -I- a' -1- o' + o" -f- a{o' -h o*), 
8= i*+ l'-^a'^-o•^-a(l«^-o»), 
8=a»-f-o' + o'-f-o'-+-2(i»-i- I*), 
8 = i^» -4- i' I» -M» -4- 2(1=' ^ I»), 
8 = o' 4- o' ■+- o' 4- o' 4- 2 (2" o'), 

on lire respectivement, pour rentier 8, vingt-quatt f , trois cent quatre- 
vingt-quatre, trente-deus, soixaote-quaire et enfin quatre représen- 
tations, en tout cinq cent huit, comme findiquait notre formule» qui 
reste ainsi toujours yériiiée. 
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S. Jusqu'ici nous n'avons parlé que du nombre total 

If [n as ^jr* -1- 1» H- /« 4. a («■ + 

des représentations propres ou impropres d un entier donné « par la 
forme 

X*+jr*-hZ*-i- 1*+ a(ll'H-«»*). 

Mais OD peut désirer d'avoir séparément l'expressiou du nombre 

M [n s + 7* -t- + 1* H- a («* -I- <^)] 

des repré»et)tatioiis propres, pour lesquelles a:, j-, z, t, «, i» n'ad- 
mettent aucun facteur commun > 1. Cette seconde question est facile 
à réfloudre, la première étaot râsoloe. 
Il faut coniinaar à poaer 

n = a"m, 

m étant un entier impair, mais considérer la fonction numérique 

R,(m) 

au lieu de la fooctîofi 

On devra de pli» distinguer les quatre cas de a s o, a&s i, a s a, 
a>a. 

Quand a=to, c*eat4idire quand il s'agit d*un entier impair, la for- 
mule est 

(3) iî[ms=x* +7' a' -h -t- a (a' + v*)] = 8R,(ot). 
Ainsi, ayant 

on en conclut que 

M(9ss «* -hj* ^it* + ^+^[u* + *»)] B 576. 
Or cette équation est exacte. On a vu plus haut, en effet, que le 

Tom IX (a* téri*]. — Aon i8fi4. 34 
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nombre 9 coroport» 60 Wal cin^ O0Dt quatr«-viDgt>qiMll« npréêtU" 
talions par la forme 

X' -i-J-^ -4- s' -h + 2 («' -h <•')} 

mais ici nous devons exclnre les huit représentations iniproprËi 4pi« 
Ton <lé<lnit de ridentité 

9= 3)*-j-o"-i-o»+ o* + a(o* + o*), 

en y faisant occuper successivement à 

{.± 3)* 

les quatre premières places. 
Quand a-~ i, c'esi-à-dire qosnd 11 s*agit d'on entier infaircmsnt 

pair, je trouve 

(4) M [>ii> » -f ï«+ /«-ha {««-f v*)\ = 4 [» - (^)] B. («»). 

Ici la valeur de m (inuU. 4) a <le l'influence. 
Elle en garde encore dans le cas de a s 3 ; cai> on a 

(5) M[4«=Jc*+7»+»'-i-<*+a(«'+i'')l = 4[3to- (:^)]B,(m), 
de sorte que 

continue k figurer au second membre. 
Mais pour ec > a, quel qoë soit d'ailleurs a, on obtient la formule 

(6) Mî'i"fli*4p*-f'7* + i^-f <* + a(«*-f-i'-)| = i5.a"~'Il,(/«), 
d'où 




a disparu. 

Eu faisant m = 1 dau» l'équation (5), on en conclut que 
M(4Œ4f»-t'j^*H-*'H-t'H-a(i»«-+-»^) « iiô. 
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Or celle équation est exacte. On a vti pln«î haitt que l'entier 4 com- 
porte en tout cent vingt-quatre reprtsenlatiujji par la iorme 

Hais huit <!• ces pepréseotalipns sont ùnpropres; ce iMMit celles que 
fearoit rideotilé 

4= (i:a)*-+-o'-f-o'-h o' -H a(o'-H-o*), 

eu y faisant occuper aaficessWenietit à 

(=ha)» 

les quatre premières places. En les retranchant» il reste cent seize re- 

pr<»!5Pnrations propres. 

Dans la formule (6)» faisons w ^ j , « 3; il 0014» viemlra 

M[8 = ^•-|.^« -t- «' 4- 1* -h a(it«-h V»)] «= 480, 

réstiltat exact, l^e nombre S est représenté, il est vrai, cinq cent liuit 

for$ par la iurnie 

mais il y a vin^r-hiiit repréi^entaiioDs impropres, savoir, celles que 
l'ouruisi»enl les lieux idenlitcs 

8 = (* a)» + 1± 3)*+ o* -h o*-h a (o»+ o') 

et 

8 « o* -•- o» + o» -h o* + a [( * a)* -h o» J, 
en y opérant les permutations convenables. 
7. Maintenaot exigeons que, dans Téquation 

•T, J', z, f n, f soient des eiiliers impairs «■( [>ovi'irs. du reste quel* 
conques, et demandons-nous quel sera, sous ces conUilions nouvelles, 

34 •• 
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le nombre 

56 [« = X* -hjr* + «» -H I» + a (il» -I- y*;] 

des solutions. Il est bien clair que l'on anra 

si n n'est pas un multiple de 8. Mais quelle est la valeur de 

36 [ a*"^ ' ï« = *■ + 7* a» + 1» a (tt» -I- v*)] , 

m étant un entiiT impair et t Ptnnt ot> sii|){Ti(Mir à <>? 

La réponse à cette question est fournie |)ar la formule ci-^ipres : 

(7) 06 [ a-^*m = -h 7» + s» -»- i« -h a («• ^- «»•)] = 4* (m), 

^,(m) ayant la même signification qu'an n" i . 

Soir, par exemple, m = i avec £ = o. La formule (7} nous douuera 

06 [8 s âr*-4-7* 4- a* + + a (il* -(- )1 s 1 • 

ce qui s'accorde avec réquation 

$ -s , «-Kl» +, «H- ,» 4- »(,«-!-,•), 

la seule qu'on puisse écrire avec des valeurs de x, jr^ Zt t, » im- 
paires et positives. 

En prenant m = i , avec i =: 1 , on trouve ensuite 

N f 16 = «■ -h j* -|. »■ <■ a («» -4- ss 4, 

ce qui est confirmé par les identités 

16 = 3» -h i« -I- I* + »• -t- a (i* + I»), 

l6aB|»H.3"H-I«-hI* + a(l*+ i"), 

16s 3*+ i»-ha(i*+ 1'), 

i6« i«4.t»+i»-l-3*H-a{i«H- 1"). 
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Mainienaot, soit c = 0) avec m = 3. Un aura 

X [a4 = «■ + 7« -I- »• -h -H « («» -H c»")] = 8» 

r^ltat exact, comme le prouvent le» ideDiités 

34 = 3' + y -h i' -h i' -h tiH' -h t*) 

et 

a4 = I» + i* -t- 1' + 1* H- a(3' 4- i»), 

où Ton devra effectuer les permittaïkM» eonvenafalei. 

A l'hypothèse de 

t = Ot m 8s 5 

répond l'cquatiou 

X [4o = jt ' j - -h -h i- ■*• 2 (w* -i-v^)] = aC, 
que conârment les identités 

40 = 3» -I- 3» -H 3» + 3» + a ( I • + 1 « ). 

40 = 5» H- 3* -h 1» + 1* + i«X 
40 ss: 3* -I- 3» -I- I * + I» H- a (3« -M»), 

40B 1» + 1»+ i»-f.a(3»-+.3»), 

dont la MOdide et la troisième comportent diacnne douxe permuta- 
tions. 

De même, à l'hypothèse de 

1 = 0, m = 7 

répond l'égalité 

X (56 « Jt» 4- J * H- »* -H /• + 3 (II» H- v*)] » 4«, 
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qui se viTifie au moyen des équations identiqnes 

66=5«+5»-M»-i- 1»), 

56«7* + i* + i"-i-i* + a(i» + i"), 

56= 5»-^3» -t- 1* + 1« -h 2(1 » H- 3»), 
5(i=3'^-3»-f-i»-«- i» H- a (3' -1-3»), 
5G= 1='-+- i^-f-i*-t-a(5»4-i»). 

Les nombre* de pennatations que oes identité co«porleat mmh m- 
pectivemeot 

6, 4, 4, 3t 34, 6, a; 

or 

Soit eucoi« c =s Of mais m — 9. formule (7) donne alon 

a& (7a = a ' -t- ^-^ -t- *» -K' -h a («» -h v')] = 73. 

Or on a les identités 

7a=5»H-5'-t-3'-+-3'-h2(i'-{- I» 
73 = 7=" -H 3^ + 3» H- I^^-a(I»-+-l*), 
7a=5»-^5*-^- i»h- a(3» 1»), 
735= 5» + 3= -h 3» -H 3»-+- 3(3^+ .»), 
73 = 7 » H- 1 » -t- 1 ' -+- 1 ' -t- a ( 3 » -H I » ) , 
7a = S-- -H 3» -I- 3' -4- 3» -h 2 (3» ^- 3' ), 
73 = 5" H- 3» H- ,»-,.2(3»-f-3';, 
7a = 3»H-:-i*+ l'-f 
7 a s= 1 « -I- 1 » -H » ^ I » + a ( 5» 3' }, 

J^s nombres de perniulatioos convenables, en allant de la première 
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k la dernière, la niième excepté<», sont 

6, ift, la, 6, ^, 13, i2f 2. 

La itoiiiaie 

6'^ia + i4 4>8+8H-f9-f-il4'a 

n'esi égale qu'à soix a nie-douze. Mais on arrive k loixanle-lreize, en 
tenant compte de 1 identité 

7» s y 4- 3« 4- 3» + 3«-<- a (3* + 3»), 

<|ui a été d'abord mise de côté. 

8. Si h la condirioii imposée aux entiers a-, j', z, <, m, v d'être ini- 
paifset po&itifs dans l'équalion 

SB je* 4- j * H- a» -|. a (k* -i- v*), 

on ajoutait celle de o'avoir pour commun diiiiseur que l'unité, le 
nombre des solutions de cette équation ne resieratt égal à 

que si m n'avait aucun diviseur carre > i, je veux dire si m n'élail 
divisible» par niinin carré supérieur h l'unité, autrement dit si m n'é- 
tait le produit que de facteurs premiers inégaux. Dans tout autre ca$, 
ce nombre se réduirait a 

le symbole 

ayant la même signification qu'au n" 1. 
En d'autres termes, si 

an la'^ = H- j -h «* -I- -h a («» i'*)J 

désigne le nombre dee solutions propres (impaires et posilives) de 
Téquation 

a**^*fli = x»+j« -l-a»-t-/* -ha(i»'Hh 
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on aura 

(8) aiL(a-^'i» = .T»-f-7^-i- 3'H-<^-i-2t«'' + w«)J = 4'B,(m). 
Ainsi, par eumple, en prenaot 

«=o, m a» 9, 

on a 

SIb [73 s jr*H-7* + s* -I- -H (n* + o*)] SB 79. 

Cela est exact. Tout à 1 heure, en effet, nous avons trouvé soixante- 
treize solutions de Téquation 

7a = Jt* +j* + + a (ft» + v^)i 

mais ]*Qne d*dl«f «st impropre, savoir celle que fournit f identité 

7a = 3» + V + 3» + 3» H- a (3« + 3»). 

Toutes les autres sotatiom «ont des solutions , propres, et il n'y en a 
plus qa» soixante-douce, l'indique notre fomnile. 
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SUR LA fmWE 
Jff +/» + 9 (s* -H /» H- «• -H «^)5 
Pik» M. X UOIJVILLB. 



1. U s'agit de trouirer une evprewion simple du nombre 
Kfn =s «"H- 7» -I- a (»' + «•-»-«* + ♦»•)] 

des rcprtseiirations d'un entier donné quelconque n par la forme à 
six variables 

X* -H a (»» + <■ H- M* + i»»), 
c'est'à-dîra du nombre des solutions de l'équation 

I» s» ar* -I- + « («^ «I- «■ + 1»* H- V*), 

dans laquelle x, jr, z, tt, f sont des entiers pairs ou impairs, posi- 
tifs, nuls ou négatifs. 
En écrivant 

n ES 3*111, 

m étant impair et l'exposant a pouvant se réduire si zéro, on reconnaît 
que cette fois encore la réponae k la question proposée dépend sur- 
tout de la fboclioD numérique 

ou 

relative aux diviaeoia conjugués d, â de l'entier 

m ts tlè» 
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Kons continua roD» désigner cette fonctioD Qumérique par 

S. Stipposons d*abord que l'on ail ot ss o, en sorte qu'on demande 
seulement 

N [m = JC* -^j* a(a'-l- + II* + m*)]. 

Noub trouvons a ce sujet l'étjiiatioii Irès-Muiple que voici : 
{i) N [m w J-» 4- a -h = 4f «(«»}• 

Elle a lieu qui llt^ que sott la valettr de m (mod. 4)- 

An oontrairi-, quund on s'occupe d'un entier a*m pair, U valeur 
de m (mod./i) a de Tinfluenee. Dans l'hypothèse de a > o, on a en 
effet 

^ a) N ' //< = -h -t- a 4- 4- -+ )\ = 4 [4' - (^J ] ("0- 
Or le symijole 




qui 6gure dans réqualion [i) indique deux vidctir;» difl'éreiites, savoir 
I ou — I suivant que m est de la forme 4^+ > ou de la fbrnte 

4/H-3. 

Observou» eu pas^uiit que Ia valeur d<; 

N [ a"/n =a jr» + a (s* -h <» -i- -h v*)], 

flans le ca» d'un entier pair, pourrait èire obtenue immédiateiiipiit 
eu invoquant les résultats obtenus par Jacobi relativement à la forme 

i*^ -i-f' 4- s» -h l« + «' + »»*. 

il est visible, en eilet, que la valeur de 

!î [ i"^» = X» 4-^* -H 2 (a» Il» -h V»)], 



R éîmt > e»t ip^t k Mite ()e 

M (a'-'m = .1» -f- jr» s* + /» -»- 1<» + w»). 

Celle deraîAre inlear étant eonnae, Tautre l'est donc. 

Béciproqiieineiity si l'on admet Téquation (a), il faudra en conclure, 
en posant a =; |S + r, que soit ftour /9 > o» soit tndm^ poul* |9 s 0, hli 
doit avoir 

N (n'/iï =x* + r» + a« -I. /»-»- !,'+ «f») := 4 [4^*'- (^)] /i, («0, 

et cda résulte en eSbt des eérie» elUpliques de Jacebi. 

tl. Aj>{)li(|uons la iormiile (1), 

V[m = x* + y' -h a (s» -4- <» + tt* + p*)J » 4pa 

à quelques exemples. 
G«lte formule donne d'abord 

résultat eonfinné par les identités , 

1 = {±. i)* 4- o' -h a (o* -h o' H- o' -h o*) 

et 

I so'-f-(:ilI)*<^a(o*-^o'•^<^••^o')» 
qui donnent, pour l'eutier quatre représentations sous la ioriue 
ar* -I- -h a H- ** + «■ + «*•). 
Elle donne ensuite 

N (3 =s a* +7* ^ a (s» -I- ^. «* -h =3 3a. 

Or l'identité 

3 = ( ± 1)» ^- o» 4- a [( ± i)» -h o» -h o» -H o* 4- o» J 
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fournit en effet trente-deux représeotatioiM de Tentier 3, quand on y 
efTectue les permutations qu'elle comporte. 
On a encore 

N {5 = jp» H- /• ^ a (a* -h I» + «• + — f 04. 

Or lea deux identités 

5ss i*4.a> + a(o*-i-o' + o*-Ho') 

et 

5 = i»4-o'-i-a(»*-j- l'-ho' + o») 

fournissent Tune huit et l'autre quatre-vingt-sdae repiéieiilBtioiM de 

|'pnf!(»r 5, en aflectant du double signe ±: les racines âes carrH qui 
ne sont pas nuls et en opérant les permutations voulues : le total est 
bien cent quatre. 
Les ideolilés 

7= i»-j-o»H-a(i"-i- l'-i- i"-i-o*) 

et 

j = I ' -h a' -H a 1 1 " o* -h o* -H o') 
servent de même à vérifier l'eaactilude de l'équatioo 

N [7 = H-j' 4- a (a» H- + tt» H- = 193. 

La première fournit cent vingt-huit représeataHons de l'oitier 7, la 
seconde en donne soisante^uatre} or 

64 = 199. 

Enfin, H vient 

N [9 = + a(a» -h + «• h- ».»)] » 39a. 

Ici la vérification se tire des quatre identités 

9 = 3» -H G» 4- 2 (o» + o» -H -j- o*), 

9 2' -h I» + 2(1' -)- i»4-o'4-0»), 
9 = 1- -H o* 4- a (a» -H o' -H o* + o"), 
9=1» 4.0* -i-a(i* -4- I» -f I*). 
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Le* nombret do représeDUtiom qa'elles fburniiieQt sont respccH^e- 
ment 

le total «st bien deux cent quatre- vingt^louze. 

4. Vérifions maintenant la formule (aj, relative au cai> de a > u, 

En y prenant m b j , «vec a ^ s, cette formule donne 

N [2 = X* -i-^' -h 2 + -i- =13, 

résultat conBnné par les identités 

a = (i;i)»-h(:t 1)»+ a (o»-*- o*H- o' o') 

et 

3s=0*+0*-l- S [(±i)*H-o* + o*-+-o*]. 

La première donne quatre représentations de l'entier 3; la seconde 
en fournit huit, en ftiaant occuper successivement à 

(±11)» 

les quatre places qui lui conviennent. 
En prenant mai, avec a b a, on trouve ensuite 

N [4 = jc» -H j> + a (z» H- + 4- v')] = 60. 
Cela s'accorde avec les identités 

4 = a* + o* + a (o' -h o* -H o* -h o'), 
4= I» -f. i«.i.a(i*-i-o* + o*-»-o*), 
, = o» -+- o* a(i* + I* H- o* o*). 

Eo afiectant du double signe ±. les racinrs des carrés- qui ne sont pas 
nuls et en opérant les permutation» voulues, on tire de la première de 
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ce^ i(l(;uiiié» quatre représentation» [tour rentier 4» trenle^leiii de fa 
seconde, vingt-qtiatre de la Iroineme; or 

4 3a H- 44 — 6o. 

En continuant à prendre m = i , mais avec a = 3, on a 

N [8 s dr' -h^r* + a f s» + II* -h v*)] = i»5a. 

Les ideittiUtii à ein|i!oyer cette fais sont 

8 =s a» -»- a» -h a (o* -I- o» ■♦• o* «* ), 
8 =^ a* o« -H a(i» I • -h o» -h o«), 
8== i*+i'-Ha(i»-Hi'-n'-ho»), 
8 =i o* H- o* -t- a (a* -f" o* -I- -f- o*)t 
8 = o« H- o» -h a(i» + I» + I» -M»). 

Les nombres de repré^ienlatiuiis (qu'elles fournissent respectivement, 
pour rentier 8, sont 

4« laS, 8, i6; 

or 

4 + fjO -H i a8 + 8 -f i6 — a5». 
Soit enfin m as 3, avec oc s i. Notre formule donnera 

N [6 = 4r' +^ > + a (a* <i- -h M*)] 9 iCo. 

Or des idenliléii 

6sa* + o* + a(i' 1- o* -h o* -h o*), 
6=5 i»-|.a(i»-f- i* + o*-i-o*), 
6 = o*H-o*-i-a(i» + l'-H i" + o*), 

ou lire rosj)ectivemeul treute-deiu, (^uatre'Viugt-scize et eucore trente- 
deux représentations pour ren1îer6. Le total fait bien cent soixante. 

a. Jusqu'ici nous n'avons parlé que du nombre total 

N [« = a- -F y + a (»' -»- H- 1** «r*)] 
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des solutions, tant propres qu'impropres, d« réquatioii 

nssix' -+-^-» -4- a (a* -f- -f- /i* -t- f 
Occupons-nous maintenant du nombre 

M [n = jc* -h -H 2 (c^ -1- -t- + i»' j] 

des solutions propres. 

En po<;nW loiijntirs n — 'm impnir\ il f.uitlra alors substi- 

tuer ;» la toiiciioii fti\ni) une autre ioiictiou tleJinie, au moyen 

lies diviseurs premiers de l'entier m mis sous la forme 

par Téqnation 

On distinguera d'ailleurs lesqnnfre cas de arso, a ^ I, «s^ 2, or > 9. 
Pour a = o, cVsl-a tlire pour un entier impair, la formule est 

(3) M ( w = «» -H^ H- a (a» ^û^u*^ y*)J = 4R, («). 

Pour a s I f c'«st<à>dire pour un entier imptirament pair, elle de- 
vient 

(4) M ^'n = .r^ 4-7» a(»« -H -1- ij = 4 [4 _ ^-~-ljJ H„m), 

en sorte que le valeur de ai (nod. 4) J joue un rôle. 
Même reroan{Qe pour le cae de « es a, la fornuile étant alors 

(5) M [4 m = -i '-t-j^ a (2'-+- ^'-+- v-^J = 4 — j RiC'";- 

Mais il n*en est plus ainsi dans le cas de a > a. Potir c« cas la for- 
mule devient 

(6) M[a'/»=rx»H7j- -f- a(3^4-/* + «'-f- v'^)] = l5.4"~'R,('»y, 
et n*j fignre plus. 
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S. En faisant m ss g, la formule (3) donne 

M [9 = .r« -t- r' -»- a (2- -»- -1- m') = 288. 

Cela est exact. On a trouvé plus haut deux cent (^u4tre>viogt-douze 
représentations, pour rentier 9, par la forme 

-♦- 2 (a* -H +• M* H- P»). 

M;iis ici un doit supprimer les quatre représentations impropres 
données par l'identité 

9 s 3* H" o' a (o* + o' -f- o' + o*} } 

le reste est bien deux cent quatre^vif^^huit. 
En faisant m ^ i dans la formule (5), cette formule donne 

M[4 = ar« r" + a (»' + <• V = 56. 

On avait obtenu soixante représentations, tant propres qirinîpn)|)irs, 
de l'etuier 4 » '"^is d faut ici retrancher quatre représentations répon- 
dant i l'identité 

4= a^H-o'-i- a (o* H- 0*4-0^ -ho'); 

de là le reste cinquante<ix. 

Faisons enfin m = 1, a 3} la formule (6) nous donnera 

M [8 = X* a (s* H- 1» -1- tt»-|. il*)] = a4o, 

résultat pxnct ; car du nombre total deux cent ciriquante-<.ieu.\ des 
représentations de l'entier 8, il faut (quand on se borne aux repré- 
sentations propres) retrancher douce unités répondant aux douze 
rqkréamtatioiis impropres que fournissent les deux identités 

8^ a* + a* + a (o* + ©■ ^- o* H- o") 

et 

8 = 0= -H o' -h 3 (2* -H o* -h o' -H o"), 

en sorte que le nombre des représentations proprcè n'est plus que 
deux cent quarante. 
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QUELQUES FORMULES GEiNÉRALES QUI PEUVENT ÊTRE U lILES 
DANS LA THÉORIE DES NOMBRES; 

Pa» m. j. liouville. 



QUATORZIÈME ARTICLE. 

1. Dans ce quatorzième :)rticlo, comme dans le treizième (inséré 
au cahier précédent), je considère un nombre donné 

M 

de ]a forme 4 /x -h 3. le le décompose d'abord de cette nMmiére . 

mssml-t- ^ml'^ ai»,, 

m,, m,, m, étaol des entiers, savoir: m« impair» positif ou néf^tif} ma 
pair ou impair, positif, nul ou n^atif; enfin nia impair et positif. Puis 
je hw 

ttt et ^, étant, comme iiit« des entiers impairs et positift. l'arrivé aitasi 
il l'équation 

m sa + 41»! + a^t (^«, 

qui marque le mode de partition du oooÉbre m auquel se rattachent 
nos formules. 
De chaque système 

ai,, atft àt 

ainsi obtenu, on tire trois autres quantités que je désignerai par 

Tome l\ ( a* léria). - Amt 1864. 36 
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en fiUsam cette fois 

avec 

Ce sont là les valeurs que j emploierai sous le signe F, en représen> 
tant par 

F(dr,Jt«) 

uoe fonction impaire de c'est«à>dire uue fonction reinplissaat 

les trois conditions générales 

F(x, - «) = - F(ar, «), 

à quoi j'ajoute les deux conditions spéciales 

F(j:, o, 2) = o, F(x, 7, o)=o, 

relativement aux iiulrtorminécs jr^ z dont les valeurs sont des entiers 
pairs comprenaiU le zt ro. Quant à .r, c'cil un entier esseulielk'uicnt 
impair; ou n'a donc pas a se préoccuper du cas de x — Oj qui ne 
peut pas avoir lieu. 
Considérant à présent pour chaque système 

m,f ffij, <f,, 

la valeur correspondante 
ou plutôt 

F(^, — am,, </, + am, — m,, tf, + m«), 

de notre fonction, je trouve que cette valeur est tantôt positive, tan- 
tôt négative, de telle façon que la somme algébrique est nulle pour 
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l'fnsetnble. Cest ce que j'exprime en disant que l'on a 

pourvu que le signe 

2 

porte sur. tous les systèmes 

«i, m^, df, âf. 
Nous Dous contenterons des deux exemptes de 

m =3, m =7. 

Pour m s 3, on n'a à écrire que deux, équations 

3 = 1' + 4'<>'-i-^<>>i) 
3 =ï (— !)■ + 4.0" -I- a. î.i» 

d'où résulte, pour le preaiier memlxv de ta formule (B), une soinme 
formée ausû de deux termes 

F(i, o, 2) + F(i, a, o}, 

qui tous les deux »ont ntils puisqu'une des indéterminées y est égale 
à zéro sous le signe F. Pour m — 7, rc(]uatioD 

fournit liuit équations particulières ; 

•j = I* -4- 4.0* -H 2. 1.3, ' 
"j — i--+-4.o*-4-2.3.i, 
7==(-l)*-^4.o» + a.i.3, 
7 = (—i)» -1-4.0» 4- 2.3.1, 
7= l*-H4-<*-*-2'I-<t 

7= i*-f-4(-0' + 
7rs(— i)*4-4<i'-i-a.i.f, 

7sk(— i)«4-4(— + 

36.. 
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La somme des valeors correspondantes de 

F(ar,j, s) 

est donc composée de hait termes 

F (3, o,4)-^-F(i,3, Fn, o,2)^_F(I,4, o)H-F( - 2] 
4- F - 2, 2) -h F 1 , 4, o) + F (3, o. o). 

Or quatre fie cps termes sont nuls, puisqu'une des variables y est 
égale à zéro sous \c signe F; et les (piatre autres se détruisent deux à 
deux, puisque par la nature de la fonction F on a 

F(-- f, a, a) = -F(i,a,ii) 

et 

F(3, — a, 2) = — F(3, a, 2,. 

2. La formule 

(B) 2^ ~ **" " ^» + = o 

que nous venons de poser et la iormule 

(A) 2^^^» rf, -»-am, — iifi» </, + a«rt-t-ii'i) = o 

de notre treizième article sont comprises dans une formule que nous 
allons maintenant faire connaître et qui contient une fonction de 
quatre Tariables. 
C'est lonjotirs un entier 

m 

de la forme 

que nous considérons, en continuant à le eouiuettre au mode de par- 
tition marqué par l'équation 

m = m J -i- + a</, -, 

on se souvient que et ^1 sont impairs et positifs, m, impair de 
ngne quelconque, enfin pair ou impair, positif, nul ou négatif. 
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Oe chaque système 

m,, /7i„ </„ 

on tire quatre quaotités 
savoir : 

X = &f — am,, 

S = r/j -f- amj 4- m,, 
f = 4- ffti* 

Tsllcft seront ici les variables j** i à employer sous un signe de 
foncHon : 

^{x,jr^s, t). 

Mais il fiant définir cette fonction que nous voulons introduire et 

• préciser les conditions auxquelles elle devra satisfiiire. 

D'abord, il faut qu'elle soit impaire par rapport à .r et par rapport 
à j': en d'autres fermes, il faut que si, x, j, t désignant un des 
systèmes de valeurs de dos variables, il y en a un autre |)Our lequel la 
première ou la seorode variable ait seulement cbaugc de signe, la 
fonction elle-même n'ait fait aussi que changer de signe, en sorte que 

^{ - ^» J. 0 = - ^(^» 2. 0« 

Pour = o, nous ajonterons, comme à rordinaiie, la condition spé- 
ciale 

^(a:»o, a, /) = o} 
mais nous n'avons rien à exiger de la valeur de 

puisqu'on ne peut pas avoir or = o. 
Il faut ensuite {et ici je hasarde une locution nouvelle) que U fonc 
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tion 

hoit impaire par rapport, au groupe des deux variables 2, tf je veux 
dire que si le système x^j , z, t coexiste avec ud autre sjstéme j , 
— X» — I, où Ici» deux dernières variables ont changé à la fms de 
signe» on devra avoir 

^ ("'^ J> ri [x, 7, s, /• . 

Si l'on a z=o sans avoir t — n. on bien < = o sans 2=0, cette 
équation de condiliou prendra la forme 

${X, jr, o, - 0 = - ^(*, ^, O» O1 

ou bien la terme 

^{'*J* -«1 o)=-'^{x,j', a,o). 

Mais il faut prévoir aussi le cas où Ton aurait en même temps : = o 
et i s 0$ alors nons demandons nalnrellement que 

^ (J^. Ji o» oj = o. 

Sous les conditions que je viens d'énumérer, on aura toujoun 

(G) 2^ (<?, — 3/H,, f/, 4- a/Mj — r/, -¥ iiiii ■+■ m,, -h m,) = o, 

le ngne 

2 

portant sur tous les systèmes 

"ht "'i> W„ «?,. 

Cette formule remarquable est Tobjet principal de notre quatonûéme 
article. 

Nous nous bornerons à vérifier la formule (C) dans le cas de 

JUS 7. 
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Alors la somme qu'on doit trouver égale à zéro est la suivante : 

S (3, o, », 4) H- ^(i , â, 4, a) + (3, a, o, a) + if (i, 4> a, o) 
-4- * (— I , a, 4t + * (3« — a» o, a) Hr# (— i , 4* 3i o) + #(3, o, — a, o). 

Or les deux termes 

rf(3, o, a, 4), rf(3, o, — a, o) 

sout égaux à zéro, puisque pour eux In valeur de j est égale à zéro. 
Les six autres se détruisent deux à deux, attend» que Ton doit avoir 

^(-j, a, 4i a) = — 5(1,3,4. a), i, 4, 2, o) = - 4, a, o), 

d'après la coodition relative au changement de signe pour la va- 
riable x\ puis 

/ (3, - 2, o, a) = — # (3, a, o, a), 

d'après la condition relative au chaDgemwit de signe pour la va-^ 
riable jr» L'équation (G) est donc Térifiée. 

5. On s'assurera aisément que les conditions imposées à la fonction 
dans la formule 

(C) ^ s (J, — awa, f/a 4- a/Mj — /n,, -t- 2/«j -h m,, o\ -»- m, ) = o 

seront remplies si, en supposant c* tt<- fonction indépendante <le /, on 
la réduit à une fonction impaire des trois autres variables^ c'est*à*dire 

H une fonciion 



vérifiant les équations générales 

F (J^, - s) = 
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et le$ éqnatioo* particulières 

F(jc, o, s) = o, f(j, o) — o. 

Alors la formule (C) se changera dans la formule (A). 

Elle se changera an contraire dans la formule (B), si Too suppose la 
fonction 

/, a, 

indèpeudante de » et réduite à une fonction impaire de Xf jr^ t dont 
la valeur soit zéro quand j ou ^ = o. 

D'autres fornniles à trois variables; pourraient se déduire de la for^ 
mule (C); mais je u'insiste pas sur ces détails. 
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SUR LE DÉVELOPPEMENT DE cosamx; 
Pas m. HERMITE. 



En développant suivant les puissances de l'argument les trois fonc- 
tions sin amx, cosamx, Aam^, on obtient les séries suivantes: 

8in «m^x - (I + A») ^ + (H-i4A»-i- A*) Y^;^ , 

cosau)x= I é-(i-+-4") n — ...» 

OÙ le coefficient d'un terme quelconque, ——a .r— » — 

est une fonction entière et à coefïicîents entiers du module A*. Mais 
jusqu'ici il n'a pas «'té possible d'en obtenir l'expression générale, et 
tout ce que l'on sait à leur égard résulte simplement des relations 

sin am ^Aar, jj sAsin«ni(x, A), cosam ^kx, ^ j = Àaai(«, A). 

On rrcnnnrur riin>ii fjnc ]ps coefficients de sîn amx sont des polynômes 
réciproques, et que le ilévcloppement de cosam j: donne imméUiule- 
ment celui de Aauia. C'est de celte fonction, cosatQO*, que je vais 
■n'occuper en ce moment, me proposant d'établir à l'é^rd des coeffi- 
cients» dont ¥oîci les premiers il'après Gudermann : 

i-t-4o8ifc>+9iaA«-H64i(*» 

I + 3688 A* + 30768** -H i58o84*-i- 356*% 



la remarque suivante. 

TM«lX(««i«il«)..Swninu 1I64. 
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Posons A = CM 9 et iotroduisons Ie« arcs multiples, au lieu des purs- 
sanoea du cosinus; en le* multi^dlant ctiacun par A on trouvera 
snccessivement 

A -i- 4 A' =.^cob5 -heoêZô, 
A+ 44^*4-i6A-»=44cosÔ-f- i6cos3Ô-i-cos5 0, 
k -H 4oft A* -f- 9 1 a A* + 64^' = 91 a cos 0 4- 4o8 cos 3 $ 64 cos 5$ -i- cos 7 6, 

On aperçoit dans ces égalités que les puissances de A- et les cosinus 
des multiples de $ ont précisément les mêmes coefticieiits. Or, en 

général, si l'on représente le cœlBcient de , , ^ ..aa-t-a ^ 
développement de oosam^ par 



A. + A, 4- A,A* + . . . + A,A»" = y A</ï 

9 

on aura cette relation : 

2 A<cos"-^' ô = 2 Ai cos(3« » - 40 ^« 

qu on peut facilement démontrer, comme on verra. Ma» je veux d'a- 
bord faire voir par un exemple comment elle serti calculer directe* 
ment 1rs nombres eiilioi-s A^, A,, A,, cic. 

Soit — (>n taisant, pour simplifier, i\,—^'ni, et posant Ao= 1, 
on trouvera, en remplaçant par les arcs muiiipies les puissances dti 
cosinns : 

CO&9 + ^a,cos,*ô -h i6rt,cos*5 H- 64^^i cos'ô -haSôa, cm*ô 
= cosÔ (cos39 3cos5)-F (cos 5 5 ii cos3d + locosé) 
-Hrt, (cos^G -h "-cos '5 9-1-2 1 cos ?)0 -f- 35 c()s 5 j 
-(-at(cos9$4-9cos7Ô + 36cos5fî-i-&4cos3Ô -j- laGco&ô). 

On en conclut, entre les qiuitre inconnues, les cinq équations que 

voici : 

4a, sB47, + 7a«4-3â<i4, 
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G^a, — (I, -h 5a, -f- ai -f- 84^4, 
aS^uf, = rt, -t- Q/ï,. < 

Leur souuiic conduisant à une identité, on petit omettre Tune d'elles, 
et si Ton exclut la troisième, un cntcul facile donne : 

ce qui condailMi eflfet au coefficient rapporté plu| haut, d'après Gu- 
dermann. Laissant de côté Tétude de ces éqaatioDS coiwîdérAes en 
général, et me bornant à remarquer les valeurs 

A. = 4*, 
A^,= 4»^'-(aif->.|}4-', 

A, jg 

j*arrive à la démonstralion de l'égalité 

et à cette occasion, comme j'aurai à faire usage de la transformation du 
second ordre, je vais donner diverses formules qui s'y ra|^Xirtent, el 

qui peuvent être utiles dans bien d'autres circonstances. 

La principale, celle dont toutes les autres peuvtut être tirées, est 



«nam [(, ^- *) x, = 



sin am x 
'amx 



Il suffit pour cela d'o|K'rer tour à tour sur les fonctions an îîiodule 
primitif A', et au module transformé, en employant les relations de la 
transformation du premier ordre; on te démontre en partant de ce 
théorème arithmétique que tous les syst^m^ linéaires 

n, b 
c, d 

dans lesquels ad — bc est tti nombre premier p, sont dfuuiés par un 



seul d'entre eiix 
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«Il le compo^Hnt à droite ei à gauche avec des systèmes | ^' ^ | au dé- 
terminant 1 . Or l'cnsimible dt s relations relatives à la transforma- 
tion d(i premier ordre consiste dans ces formules, savoir : 



sinam^A'j:, 
cos am (kx, jj 

cosam(ij:, â') 
iiam(ur,Af) 
sin am {iifXt ^ 

('^•^' t) 

coaam (^ikx^ 

ainani ^A'x,^^ = 
cosain^A'j:, s 
Âam (A'x, = — ^ 



cosam 
Aam 

/ sin am i 



A'sinamx, 

Aamx, 

cosamwC. 
/sinatnx 



cosaiDJc 
t 

cMam«' 

cosanix 



Aamx 

cos am X ' 

t 

'~ eMaaijr' 

I 

Aamx* 

cosam X 



Aaiit« 

/'sinanix 
Aamx ' 

Amq* * 



amx 
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On en Jiro par un calcul facile, pour la transformation du second 
ordre, les formules suivantes : 



11. 



III 



r lA 1 (i-hX)8inamx 

I. I cosam [(I + k)x, — J = 

[, . 2V^ 1 > — Xsin'amx 
I ^V^l I (i -f- * ')8iiiamxco««im 



A arn-T 

CCMAm 



[,,, ... av'^l (/-' + /^) sinam xAamx 
Tri, .f\ aw'"''*'! cosMn-g 



- ♦ 

cosaiDxAamx 



IV. J cosam [^(i -f- k)ix, -j-^p^J - ^s^ro^^j 

Aani[(i -I- *)ïX, 7:p7j= eMam«A«D> 

[,„ I— /'"I (n- A')»inam*cosainjr 



Âamx 
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VI. 



sinani ^{k — ik)x, ~ » 

cosam ^(k ~ ik')x, j^tj;] = ' 



cosam X 
— iA — ik')t»n*9mM 
cusanijr * 



J'oitieis d'écrire, pour abréger, toutes celles qui en résulteraient par 
le chaDgement de éga» dtk ou A', et par le changement des modules 
transformés en leurs inverses, et ne conduiraient pas par conséquent 

i de nouvelles formes analytiques dans les seconds membres. C'est 
dans le dernier grou|>e que nous troiiverons la rel;Uion conduisant h 
l'identité que nous voulons établir. Eu partant eu effet de l'égalité 

cosam [i&-ik )x, j^J= . 

on en déduira, par le changement de signe de A', 

cos am ^(A + lA^ ^, J = — 
d'où il sera fiicile de tirer 



cos a m X 



(A-MA')cosaro [(A - /A')jc, +(A - /A')cosam [(A + iàf)a:, 

saAcosamx. 

Or, en posant A = cosd, cette égalité prendra cette forme 

«''cosam («"''x, c"") 4- cos am {e''^x, c~"'} = a cosô cosaïux, 

et la relation que nous nous sommes proposé de démotitrer en résulte 
évidemment, on comparant (1;tns 1rs deux membres les coefficients 
<riiue mèiiU! piii>s;(nr'e ilc la variable. 

Relativement a siiiaïua.', ce serait une formule de la transformation 
du quatrième ordre qui donnerait une conséquence semblable. Iter- 
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tant en eiTel de la relation suivante 



tinaïux 



on en déduira aisément 



snamjr. 



♦•t on pn tirpn», pour la détermination des coefficients du développe- 
ment de sinamx, des relations analogues aux précédentes, mais d'une 
forme un peu moins simple. 
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EXTRAIT D'UNE [.ETTRK A1M\ESS1:K A M. BESGE; 
Pa« m. LIOUVJIXE. 



«... J'ai donné dans le temps une eTpressîon irès^imple du 
nombre des représentations du double d'un entier impair m sous la 
forme d'une somme de douze carrés. Eo désignant, pour abréger, ce 

nombre par 

N(tï/n), 

on a 

K(ai») = a64Ç,(i»); 

je représente ^1 iiioii nrcliii;iiie pnr I///J la somni»' des ciixjuît'iues 
puissances des diviseuis de m. Le coefiicieuL uuuiérique 3G4 est 
naturellement ('gai à N (a). El en effet les représentations de ren- 
tier a par une somme de douxe carrés sont toutes fournies par l'iden- 
tité 

a = (± i)"-»-(:t i)'H-o"-i-o*-t-o*-i-o*-+-o*-+-o"-t-o*-i-o*4-o'4-o% 

en y opérant les permutations convenables; leur nombre est donc 
égal à 

4. — , 

ce qui lait précisément 264. 

» La loruiule générale pour le cas d'un entier pair quelconque 

a*!» 

n'est guère plus oompliq[uée. Je trouve en eflet que sous la seule con- 
dition de a > o, l'on a 

ce qui pour a = 1 reproduit la formule ci-dessus. 
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* Four a s 3, le facteur qui multiplie 



devient 



ui- on a 

ai -H a".5 = 3f -h io(a" — 1) 

et 

a"- 1 = (a» - 0 (a» + 1) 3i .33. 

Donc 

IÏ(4m)Ba4.33i.Ç,(in). 
» Ainsi, en particulier, 

N(4) = a4-33i. 

Ce réialtat est exact. Les représentations de Tentier 4 sous la forme 
d'une somme de douze carrés sont efiiectivemeot fournies par les deux 
identités 

4 =3 ( a: a )* + o* + o* + o* + o* + o* -h o' -H o* + o* + o' + o* H- o» 

et 

4 = f =h I ) » 4- ( :t I )» ( i: I ) » -f- ( i: I ) ' 
-t- -+- o* -+■ o' -4- o* •+- o' 4- o' -h 0% 

en y efiectnant les permutations qu'elles comportent. Pour la pre- 
mière, le nombre des représentations est égal à 34; pour la seconde, 
il s'exprime par 

c'est-à*dire par 

34*33o. 

De la, pour le total, ^4 -, c'est ce qu'a donné notre formule. 

Tome IX (t* térie ). — Scrmuu i864- 

38 
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u Pour a =a 3, vous trouverez sans pcioe 

V(8m) = 34-io57i.Ç,(iji); 

et ainsi «le mi\e. Mais laissons là ces détaiib. 
• La formule générale 

qui subsiste a partir de a = i, vous paraîtra sans doute assez remar- 
quable. Mais le cas de a = o reste exclu, et il semble toujours difficile 
d'obtenir quelque chose d'entiéreiiieiit eatiefidiant au sujet de la Ta* 
leur de N (m). » 
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SUR LA FORME 
Pak m. a. LIOUVILLE. 



1. Jaoobi a |)roavé le premier que tout entier n peut être repré- 
senté ptr Ia fbrme 

ft depuis j'ai fait voir <|ue ce théorème n'est qu'une cotiséqiieitce 
presque iutmédmte de celoi que JLagrange a établi rigoureuMoient 
dans les Mémoires de l'Académie de Berlin au sujet de la représenta- 
tion de n par une somme de quatre carrés. Il est en outre aisé de 
s'assurer qti'en modifiant très-légérement la méthode que I.*agrange a 
suivie pour la forme 

on étend cette aaédiode it d'autres formes, parmi lesquelles se trouve 
la forme indiquée 

X* -t- 27» + 3»» 4- 

Ibis jusqu'à présent, i ma conDabsaoce du moins, pemonne n'a 
donné une expression simple du nombre 

N (« = or» + a^» -h 3** -t- 6<») 
des solutions de Féquation 

« = X* + 2J-' ■+■ 3a* -♦- 6l% 

dans le second raembrede laquelle nous admetlonSfOonuiie d'ordinaire, 
pour x^x,%tt des entiers quelconques, positif, nuls ou oé^tift. En 

38.. 
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essayant aujourd'hui d'aborder celle question, je dois avertir que je 
n'ai réiMsi à la traiter oomptétement qii« dam le cas de n pair. Quand 
il s'agit d'un entier impair, je n*ai pu jiuqu'ici trouver que deux limite» 
(l'une inférieure, l'autre «upérieure) du nombre demandé. 

2. Ck>iisidéron5 d'abord un entier n impaircment pair, el pour 
m^tre en évidence le facteur 3, s'il y est contenu, représentons cet 
entier par 

m étant impair, premier à ^, et l'exposant /3 pouvant se réduire à 
zéro. Désignons d'ailleurs, suivant notre habitude, par 

la somme des diviseurs de in. La valeur demandée de 
W (a.3'i» «• 4- a j» + 3«» h- 6£«) 

s'obtiendra en niuliipliant 

par le facteur 

a (3^-^' - a) 

qui ftépend de p. 
Ainsi 

(i) W {a. Vi» = X* -H aj-» 3»» -H 6<") = a (S-* ~ a) Ç, («*). 
On remarqiu i-a, en passant, que le rapport de 

N (2.3^1» = X* + aj» H- 3a« -h 6£«) 

à 

îi{am = j:» + 2^*-»-3a» -h 6<') 

esl celui de 
à l'unité. 
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3. Appliquons la formule 

(i) N + 3»» H- 6l*) = a (S'"^' - a)Ç, (m) 

à quelques exemples. 

£n y prenant ^ = o, avec m = i , elle donne 

N (a = ar^H- a/» -h 3s' -4- 6**) = a, 

résultat confirmé par Tidentité 

a 5= o* -i- a (± i)' -+■ 3.o' -♦- 6.o*. 

Pour P = Of avec m s 5, elle donne 

N (lo = a:' 4- aj» + 32* h- 6£') = la. 
Or il y « en effet douze repréBentations de Tentier lo par la fomie 

connue le prouvent les deux identités 

lo = (± a)* H- a.o» H- 3.0* H* 6( ^ i)* 

et 

Pour P = Oy avec m = 7» il vient 

N (i4 = jp« + a/« -I- 3«^ + 6t») — 16. 

Or les identités 

i4 = (±3)»-|-a(±i)« + 3(±i)> + 6.o«, 

i4 = O* + a ( 2 )- -I- 3.0» -1- 6 ( i: I )% 
14 « o* + a (± I )» -I- 3(d= a)« H- 6 o« 

montrent Texactitude de ce résultat. La première fournit huit repré- 
sentations de l'entier 4; chacune des deux autres en fournit quatre, et 

8 -h 2.4 = 16. 
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Soit à présent /3 = i , avec m = i . La formule (i ) noue 

N (6 = jr» ay' -t- 3** -+- 6<') = i4. 

Les identités qni lonmissent les représentations sont ici : 

6 = ( 3)« H- a (:t , )> _H 3.0' + 6.0», 
6 = (:t r)» + 2(± i)»-h3(=t i)»4-6.û», 
6 = o» -H a.o* + 3.0» -H 6( 1)». 

Elles conduisent au nombre indiqué, attendu que 

Pour dernier exemple, soit ^ = a, avec m = 1 . D'après la for- 
mule (i), on devra avoir 

N (18 = a:* + a^' + 3-» 4- = Sa. 

Ia vérification se tire cette fois des identités 

1 8 = -f- 2 j /* 3.0^ 6.0*, 

18 = (2t 4)' -h a ( :^ I )» 4- 3.0^ + 6.0», 

18 = { :t 3;' -h 2 ( ± 2)* -4- 3.o« + 6( db I 

18 as ( ± 3)* 4- a.o" -F 3(± O» 4- 6(i: t)», 

18 = { ±: 0» 4- a ( :î: a)* 4- 3 (± 0» 4-6(± I )», 

18 = ( ifc a)« 4- a (± I )« 4- 3(± a}« 4- 6.0*. 

18 sa o» 4- a.o* 4- 3{ di a)* 4- 6 ( ± 

Les nombres de représentations qui leur correspondent respective- 
ment sont deux, quatre, huit, huit, seize, huit, quatre; et la somme 

34-4 + 84-84-164-84-4 
est précisément égale k 5o. 

i. Considérons maintenant un nombre pairenient pair 

3*3^111, 
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m étant comme ci-dessus un entier impair, premier à 3, et l'exposaot |3 
pouvant w rédnire k térOf nais l'esponot a étant supérieur k runîté. 
Oani cette hypothèse de 

«> ï, 

je trouve 

(a) N (a^S'iJi = x« -f- 9 r» -H 3»» -I- 6i«) = 6 (3^*' - a) Ç, (m). 

Le facteur 2 de la formule (r) est remplacé, comme 011 voit, par le 
facteur G. Il n'jr a pas d'autre changement, et l'on doit observer que 
le rapport de 

5 {a'^m = 0?» H- aj* + 3a« H- 6<*) 

à 

N (a*« = -I- aj^ -I- 3»« + 6£») 

reste égal à celui de 

à l'unité, cuuiuie lorsqu'on prenait a = 1 . Ainsi, q désiguaui un entier 
pair et premier k 3« du reste quelconque, on obtient toujours la va- 
leur de 

N (3^9 « jr» + -H 3*« +• 6(«) 

eu multipliant par 

celle de 

Ou verra plus tard comment oetM relalioii se modifie quand U s'agit 
d*an nombre impair. 

S. Verrons la formule 
dans quelques cas particuliers, en supposant bien entendu « > 1 . 
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Poitr a = 3, avec = o et m s i » cette formule donne 

N (4 = 2 -h 3a» 4- 6t»} = 6, 

résultat confirmé par les deux identités 

4 « ( ± »)■ -h a.o» 4- 3.0» -I- 6.0» 

et 

4 =(3: i)»H-a.o«-h3{±i)»-h6.o'. 

Pour a =s a, avec p = i et m = i, il vient 

R (la =: + a/* + Si* 6«*) = 4a. 

Or les rsprésentatkHM de l'entier la par la forme 

. 3r* -\- ijr* -h 'àz* -h 

sont contenues dans les identités 

I a = ( * a)* -J- a (± a)* + 3.o« + 6.0», 

la = ( ± 3)* + a.o* H- 3( ±: I )* -H 6.o*, 

ia=a(*0*-Ha(=ta)* + 3(d: i)»-»-6.o*, 

la = (* a)* + a(:t i)» + 3.0» -j-6(a: 

la = ( ± I )» -I- a{ I )» + 3(* I )» H- 6(± I )»» 

la = o> -t- a.o* -I- 3( ± a)* -t- 6.o», 

qui iouruiitôeiit respectivement quatre, quatre, huit, huit, seize et 
deuK représentations; la somme 

4 + 4-*-8-t-8-i-i6-i-a 

étant ^ale à 4^, 1* vérification cherchée a lien. 

Je terminerai pu prônant a = 3, avec jBs O et mas |. D'après la 
formule (a), ou devra alors avoir 

N(8 « 0?* + aj^ 4- 3»* + 6<») = 6; 

et c'est ce cpii résulte effsctivement des deux identités 

8 = o' -h a (:t a)» -h 3.0* -i- 6.o» 
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et 

8 = o* -t- 2 ( ± I )» -I- 3.o»-|- 6 ( ±: « 
les aeul«s qui puissent s*offrir ici. 

6. Occupons- nous enfin du cnb d un nombre impair y m (//i im- 
pair et premier à 3). Je ii*ai réuasiy jusqu'à présent, cntnoie je l'ai déjà 
dilt qu'& trouver pour 

Ci {y m = or» + aj» -j- 3»» -h 6t*) 

deux limites, l'une infénettre, l'autre supérieure. Ces limites, telle* 
qu'elles se présentent d'abord, seraient d^ine part 

d'autre part 

Mais eu s eu tenant là, on ne donnerait qu'une idée par trop insuni- 
santé de ce que devient la valeur de 

N {y m = + ar" -I- 3*^ + 6*') 

quand l'exposant ^ grandit. Si nous n'avons pu mieux faire au sujet 
. de la valeur de 

N (m = ar* + + 3»* + 6<'), 

pour laquelle la limite inférieure est 

et la limite supérieure 

aÇ,(/ii), 

nous montreroo» du moins comment ou passe de U valeur de 

= + làj* -4- 3»» H- 61») 
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supposée connue à celle de 

N {3^ m = + 37» -I- 3«« -f- 6<«). 

De cette fa^-on, l'influence de TexpoMint j9 sera mise en pleine évidence. 

7. Cherchon» pour quelques nombres particuliers U valeur de 

N (m = -I- -h 3*« -1- 6<») 

dont nous venons de fixer ta limite iniérieure à 

!?.('") 

et la limite supérieure à 

aÇ, (mj. 

L'ideutilé 

I = (± 1)» 4- a.o» H- 3.0* + ti.u' 

nous montre que 

N (i ïs: 4f* -h a/» -H- 6f) = a. 

Ici la iiniite supérieure est atteinte^ puisque 

aÇ.(i)=ra. 

Au contraire, on conclut Ue l'identité 

5 = o» -t- a(i: 0' -h 3(± 0* H- 6.0% 
de laquelle seule résultent les représentations de l'entier 5 par ta (urine 

jc» -I- a/* + 3a« -h 6<«, 

que 

N(5«=jr» + a/»-i-3»»-»- St*) = 4. 
Cette fois on descend jusqu'à la limite iniérieure» puisque 
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Des deux identités 

7 s= ( S: a)» + a.o* -i- 3{ i)* + 6.o*, 
7 s= {db i)« H- ».o» -♦- 3.0^ + i)*, 

on conclut 
Ici on a 

«Ç,(»»)=i6, |Ç.(w) = -j5 

le nombre 8 est compris entre ces deux limites. 
Soit, comme dernier exemple, 

IR = 1I. 

A cause des identités 

1 1 = ( S)'-* -»- a 1 ± i)' -»- :î.o" -H 6 o% 
1 1 = o*-i- 2(=ta)'-<-3(±i)* -+-6.o% 

on a 

N (11 =a «« -H a^ -h 3»« 4- en = 16. 

Or le iiorabre 16 est compris c-iilrc les tunites 24 et 8, qu'indiquent 
les équations 

aÇ.(.i) = a4, 5Ç,(ii) = 8. 
8. Pour lier mainteiiant la valeur de 

K (3^« = X- -H 2j- H- 3s» -1- 6/'), 
où Ton suppose l'entier m impair et premier à 3, à celle de 
K (m « jc« 4- aj» + S)*" H- 6«*), 

la valeur de m étaat I.i même, je mets «m évidence la seule variable de 
la question, savoir ^, et j écris 

N (3^» = «« 4- 4- 3»* + 6<«) = /( jS), 

39.. 
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en «orte que 

N (m= j?» -h aj* -H 3»» 4. 6<») = f(o). 

Ceh posé, je trouve d'abord, «pire / (|3) el /(P + 1), cette rela- 
tion : 

/(P-H I) -H/(/S) = 4 (3^-*-' - t) Ç. (/«). 

C'est nnr ôqtialîon aux dilTéronces finies, très-facile à intégrer, et qui 
fournira / si l'on connaît ^ (o). On rn tire, en effet, 

fifi) = t»'*' - a) Ç. (m) + (- 1/(0) - Ç, («)]. 

formule remarquable d'où résulte la solution complète du problème 
que nous avions en vue. Lfs principes sur lesqtiels nous notis fondons 
pour y arriver sont extréineincnt sîn>ples et d'une grande portt*. 

9. Hotti avoua trouvé 

» (I = «• aj» -h 3»« + 6<*) « a, 

en sorte que, pour m as 1 , Ton a 

/(o)=a. 

valeur générale de / (j3), pour m = 1, sera donc 
/(P) = 3^--'-aH-(-iy. 

£11 d'autres lennes, 

N (3/'= aï» a/* ^ 3a« -1- 6f*) = 3^"^' - a + (- if. 

Quand ou dislingue le cas de p pau^ du cas de jâ impair, ou a par 
conséquent 

tandis que 

N(3"-^'=:«'^ aj-* + 3»» + 6i*) = 3(3"*' - 1), 
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valeur triple de la prioédeote si y est le même de part et d'autre. 
Quant ans «temples numériques, je me conteoterai d*observer que, 
d*après nos formules, on doit avoir 

N {3 = «» + ar* + 3»» -H 6<*) = 6 

V(^ssx*-k- ajr' 3** -i- 6t') = a6} 

or ces deux résultats sont contirniés par les deux gruiipes (ridentités 
que voici : 

3 = (± !)• 4- 3(± !)■ 3.0" +6.0% 

3BO*+3.o* + 3(d: i)« + 6.o" 

et 

9» (±3)* -H a.o*-h3.o'-h6.o*, 
9 = (db i)« + a(±a)« + 3.o* + 6.o*, 
9=(±3)« + »(±i)« + 3(±i)* + 6.o', 
9 = (±i)« + a(±:i)»-l-3.o« + fi(d:»)«, 
9so* + a.o* + 3(d: i)« + 6(±i)*. 

Nous avons trouvé 

W (5 = «■ -I- -I- 3»* + 6£») = 4, 

en sorte que, pour m = 5, on a 

/(o)=4. 

valeur générale de J\^)t pour m = 5, sera donc 
/(^) = 6(3^--,)-a(-./. 
Êu d'autres termes, 

N (3^.5 = jr« + a/* + 3a« + = 6(3^*' - ») - a (- i)^. 

Quand on distingue le cas de jS pair du cas de jS uupatr, on a par 
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couhéqiieut 

N (3»'. 5 = «« + aj* H- 3*» -I- 6<») « a (S*»-^"- 7), 

t;)ndis que 

N (3*y+'. 5 = -H 2jr« -H 3«i + ^ 3 (3>y ^ 3 _ 5 j 

(ii'ite dernière lormiiie donne, par exemple, 

N(i5 = j?» H- aj'» + 3»« + 6«») » 44. 

Or ies iiieutités 

i5 = (±a)» + a(±»)«-i-3(*i)«^-6.o". 
1 5 = ( A 3/ + a.o" -H 3,0" + 6( ±1 1 )», 
i5 =(± i)* -h a(=t a)« -I- 3.0» -».6{± i)», 
i5 = (±a)«+a(*i)»-|-3(±i)'-+-6{Ht: 0», 
i5 s= ( * I )« 4- a ( ± I )• 4- 3{ i: a)" + 6.o« 

fonrnisspt.t efïcctivrinent, pour l'enHer i5, quarante-quatre représen- 

tatiuus par la forme 

attendu que 

8-1-4 + 8-1- 16 + 8 s: 44. 
Nottt avons trouvé 

«[{7 =s jt» -I- a^» + 3«» -f. 6/») = 8, 

en sorte que, pour m =z 7, OD a/(o) = 8. La vaieur générale de /(/3), 

pour m = 7, sera donc 

/(i3)=:=8(3^-»--.a). 

En d'autres termes, 

N (S**. 7 = *» -i- a^" -t- 3«« + 61») « 8 (y-*-' - a). 
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On Sf par emnple, 

N (a I Si JB* -h 3>> «I- Sz* 6<*) s 56. 

Ce résultat est confirmé par le* identités 

ai = 0* -ï- a (± 3)' -I- 3( ± i)» -t- 6.o% 
ai = (± 4)* + a (i: !)• -H 3 ( :±: I )« -»- 6.o«. 
ai=(±a)» + a(d:a)» + 3{±i}« + 6(±i)«, 
ai « ( ± 3)" + a,o« -I- 3(^a)* + 6.o«, 
a I as (±: i)« -h a( :t a)" 4- 3(± a)» H- 6.0», 
ai = (±: I )» 4- a (± j )• 4- 3 a)' 4- 6(± I 

attendu que 

4 -H 8 -h 1 6 4 -»- 8 + i6 = 56. 

Enfin, nous avons trouvé 

N(ïi = «' + a7»4-3«^-j-6«»)s= i6, 

en sorte qtir, pottr m = 1 on a y(o) ss i6. Ia valeur générale de 
pour m = 1 1, sera donc 

/(lS) = ia(y*'-a)4.4{- ly*. 

Je ne pousserai pas plus loin ces détails. 

10. En parlant des nombres pairs, nous avons vu que sous la seule 
condition de « > o, le rapport de 

N (a"3^m « jr» + a^» + 3»« + 6/») 

à 

N (a»« « jp» -h aj« 4- 3»» 4- 6<*) 
est égal à celui de 3^~^' — a à Tunité. L'équation 
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montre que ce rapport n'est plus celui de / (p) à /(o), c*est-à>dire de 

N (^jw » 3«*-l- 6<«) 

à 

N («= «• -I- aj* -»- 3«' + 6i«), 

sauf pourtant si rentier m e&l tel (|ijc l ot) ait 

ce qui arrive pour m = 7, mais non pas pour in^i,ins5, ii»sit. 
Quand Ja valeur de / (o) n'est pas égale A Ç, (m), le terme 

dont la valeur numérique est constante, introduit une sorte d'irrégu- 
larité tantôt dans un sens et tantôt dans Tantre, suivant que Texpo- 
saut jS est pair ou impair. Pour calculer ce terme exactement, il tau- 
(Iraii avoir !n vïitetir pxnrrf» de f {o). On petit cppendaut se taire une 
idée approchée du rôle qu'tl joue à cot«' du terme 

dont la valeur croit tres-rapulemeut avec l'exposant p. Ën eilet les 
limites de y (u) étant 

celles de 

/ 10) -;.(«!) 

sont 

De là, pour J (jS)* deux limites bien plus précises que celles du n* 6. 
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set 

QUELQUES FORMULES RELATIVES AU MODULE 
DANS LA THÉOBIE DES FONCTIONS EUJPnQUES; 

PAa M. HERMITË. 



Extrait des Comptes rendus des séances de t'Jeadimie des Sciences, t. LVn, 

\ du ai décemlire ifl63. 



Les expreasions ai produits infinis des fonctions elliptiques, savoir : 

, aK* t ay7$in*(i — 97' cosîx + 7') — 27' cos 2x4-7*) f 1 — 2 7'cos2x + 7").,. 
SinSID ^ ^ ^ — 27 C0S2X -1- 7') (1 — 1'/' (OS2X -h 7«) (i — ?. 7- cos'.îx -1-7"). . . * 

COSaiD ^^"^ ■ . ^^^'J '^•'(•-f- 27'cos2x-f- 7") 1 1-^- 27*co«ri4r-f-7»)(i-H a7*coS3x + 9"). . . 

* V"^ (i — a7coja4f-|-y»)(i — 27»oo»aJfH-7') (1 — a7'«»a*+f'*)... * 

aKx I— ( t -t- 27 cosa j-t- y*) (t -H ag* CMajr-4- y*) (» -H ag* cota< -h y"). . . 

« ~" ' (1 — af cMa«+«*) (1 — ay* CMa« + «•) (t — ay» flMa.v-»> f **}. . . ' 

donnent immédiatement, pour Ja racine quatrième du module et de 
son complément, des fonctions uniformes à l'égard de la variable «» 

définie en posant q = e''^". C*est ce qu*on voit dans les Fuadamenta, 
§ 36, où sont établies ces relations : 

Mî— (t— g) (« — y') 
ou encore sous forme entière 

;/ï=VS.;Ç[(i-t-9')(«+?*)(i+9*)."l'[(«-î}(i-9')(«-9')..0. 



Digitized by Google 



"4 



JOURNAL DE MATHEMATIQUES 



Mais cette conséquence impoi taTite ne n suite [kis des développenieiils 
sous forme de quotients de séries des mêmes loue t ions, savoir : 



sinaiii - = — 



I 2 V' 7 sin X 



in ^ . 



cosam =1/-— 

it y K i — 



v '/ cosi? -f- 2 V f/» co»3 jr -f- a cos5j"-J- 
m/ COS2 J- -h 2^* co»4j^ — 27'cosr).r 

4 aK.x .t; I -t- s<7 COS2* -h i7'cos4*-+- 2«'co«6x -h 

Aam = V» • ; — ir — ? — s 

car c'est sciilemont alors la racine carrée du modulo et celle de son 
compléinciU qui sont données en fonction de q par ces iormuiei» 



V» 



tTi_ I — 2y-4--J?' — ay'-f-. 



I -h ^9 -1- ay*-f- a^'-i-. 



Dans cette yote, je me propon d'établir, pour sinam.r, cosamx, 

Aam r, de nouveaux dpvtloppenifnt'; rii ^éric de sinus et de cosinus, 
analogues aux précédents, mais cpii (ioniieront aussi bien que les pro- 
duits infinis les racines quati leiues de k et k' comme fonctions uniformes 
de la variable o. Oa en déduira, en eflfet, oes fomules remarquables, 

où le signe ^ s'étend à toutes les valeurs positives et négatives de n : 



v2= 



2^ 



(^Â'=^^^ 
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et auxquelles Jacobi est déjà parvenu dans son Mémoire intitulé : 
Uber imendliche Reilicn, dcren Exponenten ziiglnch in zxvpî urr- 
schiednen quadratischen Fonnen enthalten sind, en les détlulsant tles 
produits infint» en q rapportés plus haut. Les propriétés si importantes 
auxquelles donnent lîea ces quantités yfk tl lorhtju'on y rem- 
place u par a, b, c, «tétant des nombres entiers assujettis à la 

condition ad—bc= i, résultent de ces formules, et peuvent être 
établies, comme j'espère le montrer, d'une manière simple et fecile. 

I. Pour abréger récriture, je conviendrai de désigner les quatre 
fonctions 

^m- «■(^)- H(^> H.t^)- 

par ô, /i (jt), 1], (x), de sorte qu'on ait, en mettant en é\i- 

deoce la quantité «* dont il a été question tout k Theure : 

d(«,u) = 14- coBa:r-ha^*cos4jr — af*coâ62+..., 
9i(x,ei>) = I -Haf cosajrH-3f*cos4^ + a9*cos6«-i-..., 

«) = a v'fsinx — 9^^sin3«-l- 4^9"sinSdr — 
13, (x, w) = 2 V 9 cosar H- a (Z^* c<»3« H- a(^f^cos5jr-i-.... 

Gela posé, la transformation du second ordre donnera ces deux sys- 
tèmes de relation : 

' a Ô« («, «) = [ VTÏ* e ^) + ^' (-^ ' ^) ] \/ V* 

a,U*i «)= [v'TTÂ0,(x, ^) - vT^Ie {a; ^)] v/^. 

4o.. 
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«; ô(ar, «) = ^ 19 (or, ;) y/^. 



s I 



8 V 



et e'est le second dont je vais faire usage comme il suit : 
Considérons, par temple, le sinus d'amplitude ; on aura 

BUl am ■ Œ —= — ; = — rr r-r— : • 

Or, PU employant la première et la cinquième de ces relations, on ob> 

tieiiiira de suite 



siu am 



*» / •» -I- 1 \ 



|. . . aK* ^/â y ? sin r -t- ^/y' siii 3x — y 7-» wn 5x — . . . 

oumen» stnam ^ — ^ i — aj>co»4*4-aî'ci»»*— âî'"*ai$Î2x-i-. . . ' 

et le même procédé de transformation, appliqué k coaam^^ et 
Aam donnera le» résaltab que voici 



«n am = 



cosam = 



. 3K.X 

Aam = 



Digitized by Gopgle 



PUBES ET APFUQUltES. 3i7 

et, ta Mcond lieOf 

\^ vV 2 "° 



aK« far, 5»») I 

1 — = -r= i — ^ — — = 



siD «m — — ~ • — = ' 



0» 



Tek sont donc les modes nouveaux de développemeuts des fonction» 
elliptiques, qui manifestait immédiataneni que les quantités VS^ et {/F 
sont des fonctions uniformes de u. Il suffit en effiet de poser x=o 
dans les deux dernières équations du premier groupe pour obtenir 

c'esl^iHlire deux des formules rapportées pins haut d'après Jaoobi, et 
dont les autres se tirent aisémen^comme nous le verrons bientôt. Quant 
aux (' qiiations du second groupe, elles donneraient, en prenant le rap- 
port des dérivéesi deux ternies pour = o, 

= = , 

^jf» = — , 

2(4«+i)(-i)V 
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les signes ^ s'éiendant, comme précédemment, aux valeurs positives 

et nég itivi's de n. 

Mais ces nouveaux di' vcloppements n'ont pas seulement pour objet 
de conduire à ces conséquences, que je devais donner (iruicipaU mi-nl 
en vue de Tctude des quantités et v^''^ j'en indiquerai encore un 
naafe dans la question suivante : 

II. La dérivée de sinamor étant exprimée par 



v (i — !»ui''aui.t ; [i — A"sui*am JL-), 

il est naturel de se demander si les combinaisons suivantes des âictMirs 

du radical 

X (.r, A') = v'(i + sin auKf ' ' I -1- A sm aïua , 
).,(.r, k) = v(i-+- sinamay — Asui ama;, 

représenteront aussi bien que 

cosamjp= Vi — «in'amx et Âamx =s^i — k*9io*ttmx 

des fonctions uoifonnes de la variable. Or, en désignant par a une 

racine quelconque des équations / fx^i = o, = o, on recon- 

naît aisément que les dévelo|)|>emf nlh À {a 4- £), X, (a H- t) commencent 
par un terme proportionnel à c, de sorte que d'après les principes 
connus [*] on peut assurer déjà que ces fonctions sont uniformes. On 
trouve en elïèt, par exemple, 

X(-IL + «) = Vi-*-*^ — . 

et la quantité sous le radical est une fonction paire des, qui s^annnle 

avec cette variable. Mais il reste à trouver leur expression analytique, 
et on y parvient d'un manière facile comme il suit. 

Changeons k en f^-p et « en (i -i- k)Xf en employant la formule 



sm am [( I -h ) O-, ^ I = ^ 



»atBi«e(Msai« 

» 



[*] yojrci l'ouvrage de MM. Briol et Bouquet tur les 
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on trouvera 

= V I -~ A" sin* am j + asiiiamxcosamarÀama:, 

= V' — a*' si»*»»* -h Â'àu*imx H- a A'sin amjp cosam jrÀamx. 

Or U arrive que les qaaotitét sous les deus. radicaux sont des carrés 
parfaits, à savoir: 

(oosamx + sInaiiixAamx)* et (A'sinaiDx + cosaDixAamx)* 
de sorte qu'il vient sini|Jenient 

A i^^i A j o:, jqTjr I = sin aI^x-^ - ^^ ^ = sioanwc -i- sin coamjr, 
^« [^(' + ^'') •'''» T^n^J — cosunx ■+■ — cosamo: ■+■ cos coainx. 

Posons encore avec Jaeobi f!^» IIL«»>Œi±£.K, ces quan- 
tités désignant ce que deviennent iSr et IL par le chan^ment de q 
en ou de «t en et mettons au lieu de jr : on aura 

AT 

X [i^. ib')] = siu am ^ + sin coam 

X r^^, A">]=co.am^ + coscoam3!^. 

C'est à ce moment que nous ferons remarquer l'avantage des nou> 
velies formules 

«oamil^ = 4^=.:^tl!iî). cosami^--i-iyî.-!i!Jl. ■ 
car elles donnent, avec le même dénoaaf nateur» 

Sin coam — = ■ ^ , cos coam — = 4= iV i . — L, 
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de sorte qu a^aut, couiine on le vérifie de suite» 

fit 

/ «»-4-i\ f » + .-"h / w»»\ 

on en oondut, en remplaçant je el o par ~ et ^» 

Ban* ces fbnnnks, k^^ et k'^^ désicoent ce que deviennent le module 
et son compléoient par le changement de u en ^> et ont pour valeur 

Sous forme de séries simples, on aurait 

-f- ce 



la-t-- 

1-4-9 
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QUELQUES I ()T\MULES GÉNÉRALES QUI PEmE>T ÊTRE UTILES 
DAHS LA THÉORIË DES NOMBRES) 

Pas h. UOtVILLB. 



QumasiiMB ahticle. 



1. Soit m un nombre impair donné. Posons de toutes les manières 
possibJes 

m as ml + 4m| + a"*"*"!»,, 

m,, m„ m, étant des entiers : savoirm, impair, positif ou négatif; m, 
i>air ou impair, positif, nul ou négatif; enfin m» impair et positif. Puis 
dt (oiiiposons m, en un produit de deux Êcteors conjugués <f,, de 
manièce que l'on ait 

dt et d'à étant, comme m,, des entiers impairs et positiJs. L'eipression 
de m deviendra 

Elle indique |>our le nombre m un mode de parlitiou qui servira de 
base à toutes Jes formules contenues dans cet article. 

Nous n'avons rien dit jusqu'ici de Texposant «t; mais il est clair 
que l'on a 

quand m est de la forme 

4ft+ 3, 

tandis que l'on a au contraire 

<ti>o 
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qiinud m est de le fomie 

Ajourons que (iaus cp dernier cas la valeur de a, peut être plus ou 
moius grande ; pour un uièine nombre m, elle peut prendre di£féreu(e« 
valeurs dans les équations particulières dont i'équatioi) 

est le tjpe général. 
Dans le cas de 

où ce, = o, on retombe sur l'équarion 

que nous avons considén'-e dans nos articles ti*ei2ièuie et quatorzième. 
Aussi avons-nous surtout en vue dans ce moment le cas de 

m = /i/x-Hi. 

L'nnité seule est exclue; car pour m = \, notre équation fondamen- 
tale est évidemment impossible. 

2. Pour éviter toute obscurité, expliquons nettement ici une fois 
pour toutes le sens que nous attachons, dans ce genre de recbercbes 
au mot fonction d'une on de plusieurs variables j^» etc; oe que 
c'est [lour nous qu'une fonction paire ou impaire par rapport à une 

variable; ce que c'est aussi qu'une fonction paire ou impaire par rapport, 
à un groupe de dettu: ou de plusieurs variables, locution que nous 
avons basardée récemment et qui mente a notre avis d'être atloptée. 
Dans cet articfe, «comme dans ceux qui ont précédé» nos variables 

jf, jr^ etc. 

seront des entiers susceptibles seulement de certains systèmes de va- 
leurs, et nous entendons par fonction de ces variables une quantité 
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qui correspond à ces systèmes en variant ou du moins pouvant varier 
d'ua «jsièioe k l'autre. Noos dés^fiioiM cette quantité par un des signe» 
ordinaires de fonction* fMir 

7,...) 

si l'on vent. Mais il ne s'agit pas ici de fonctions analytiques; il ^'sgit 
de fonctions purement numériques, dont les valetirs ne répondent 
qu'à des groupes distincts de valeurs des variables, sans qu'on ait à y 
inéler aucune idée de continuité. Ce n*est pas que nous voulions ex- 
clure les fonctions analytiques. Nous employons souvent ces fonctions» 
mais noua pouvons aussi en employer d';nUr*>s. Tl v a toujours pour 
nous une inBnité de fonctions qui petivt nf indiiléreuiiijeut servir à un 
même objet et que dès iors nous regardons comme équivalentes rela- 
tivement au but que nous poursuivonst si distinctes qu'elles soient 
d'ailleurs. 

Que la variable x ne puisse par exemple être égale qu'à un entier 
impair; alors la fonction analytique et continue 

wra pour nous complètement équivalente à rexpressioo 

qui au point de vue ordinaire en diffère tout à fait. Et on pourrait 
encore la remplacer par i expression purement symbolique 

prise dans le sens étendu que lui attribue lacobi. 

Admettons que là variable se eaisie seule et qu il s'agisse d'une 
fonction 

de cette variable. La fonction 
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sera pArfiiitemeak définie k nos yeox, si pour le» diverses valeurs dont 
X est susceptible on nous dit quelle sera la valeur de #(ar). Qu'il y 
ait, par exemple, six valeurs de or, comme 

a:=o, x=\f x = — I, jf=s3, x=5, x = — 5, 
et qu'on nous donne 

Cda suffira pour que nous connaissions la fonction (x) autant qu'il 
le faut pcNir notre usage. L'interpolation fournirait, si on le vonîail, 

une infinité ^\e fonctions analj'tiqiies remplissant les conditions indi* 
quées. On s'en servira, si cela est commode, ou bien on ne les re- 
cherchcra pas : elles tu- sont jamais indispensables. 

Parmi les valeurs dont jc est susceptible dans notre exemple, j'en 
vois deux, I et — I, puis deux autres, 5 et — 5, qui ne diifèrent ipie 
par le signe. Si l'on a 

la fonction é(x) sera paire. En général, une fonction f {x) est paire, 
si pnnr toiitP'^ les Videurs égales et de sigoes contraires {x et — x) 
que X peut preudre, ou a 

gi-x) = f{x). 

Mais notez bien que dans le cas particnlier cité et où l'on petit faire 
x = 3 &aus pouvoir faire x = — 3, je n'aurai pas à rechercher si l'on 
a, oui ou non, 

if(-3) = ^(3). 

Puisque »f (— 3) ne se présentera pas, peu nous importe sa valeur. 
C'est au caractère opposé 

que se reconnaît une fonction impain. Hais quand x peut prendre la 
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valeur o, il est naturel «t ooromotfe d'exiger eo oaire qae 

Dans rcxcmple qui précède et où l'on admet la valeur crso* la • 
fonction i {x) sera impaire si l'on a tout à la fois 

= -#(!), ^(-5) = -ir(5). 

«t 

Une louction 

plusieurs variahlps est pnrfaitfmpnt définie à vn<i veux quand on 
en donne la valeur pour chacun des systèmes de valeurs dont .;r , 
^, etc., sont susceptibles. Elle est paire relativement k x quand deux 
valeurs égales et opposées pouvant appartenir à cette variable avec les 
mêmes valeurs des autres variables j, etc., on a toujours 

L*équatioii générale 

indique au contraire une foDction impaire, mais sous la condition 
spéciale ajoutée par nous, que quand la valeur zéro se présente on ait 

^(o,7,...)ao. 

Toutes ces remarques ont déjà été fiiites dans nos précédents ar» 
tides ; mais nons avons cru devoir les reproduire avec une certaine 
insistance a6n de pouvoir dorénavant nons servir en toute sécurité de 

ces mots fonction paire ou Jonction impaire par rapport h une variable ^ 
dont la siguitîcation restera clair»*uietil fixre. Avons-nous besoin d'a- 
jouter qu'une fonction paire ou impaire par rapport à une variable x 
peut être aussi paire on impaire par rapport & une aiitre'variable si 
des conditions analogues à celles que nous venons d'indiquer pour X 
ont également lieu pour jr. On peut donc parler d'une fonction im* 
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paire de or, z, c'est-à-dire cl uite fonctiuii impaire par rapport à 
chacune des variables x, 2, sans sortir du cercle des définitions 
ct-dessiis, que l'on doit regarder comme des définitions anciennes- 
Mais on petit encore avoir à employer des fonctions paires ou im- 
paires pur mpport à un groupr de plusieurs variables .v,j; etc.; il 
fallait ici des définitions nouvelles que nous avons données pour la 
première fois dans noire qnalorziénie arliclej car les variables ne sont 
plus considérées isolément et Tune après Tautre, mais au contraire 
simultanément. Nous dirons donc désorm iis {et ceci s*étend à des 
groupes de trois variables et an delà) qu'une function 

est paire par rapport au groupe det éeox variables j", quand ces 
deux variables à la Jois venant à changer de signes en conservant 
leurs valeurs numériques, tandis que les autres variables gardent leurs 
valeurs et leurs sigrir*;, la valeur de la fonction elle-même ne change 
aucunement, en sorte que 

Au contraire la fonction serait impaire par rapport au groupe des 
deux variables or, si dans les mêmes conditions elle changeait de 
signe tout en conservant sa valeur numérique, c*est*à-dire si elle vé- 
rifiait l'équation 

—j, »,...) = — j^, *,...)» 

qui devient 

rf(o, - j', s,...) = ~ ^(o, a,...), 

ou bien 

o, s,...) = — ^{x^ o, 

quand on a x = o, ou bien =. o, et que nous complétons naturelle- 
n)ent en écrivant que 

#(0, o« Xt».) = o, 

quand on a eti lucuie temps x = o et ^ = o. 

Nous avons déjà eu dans notre qnatonième article el nous aurons 
plus bas occasion de parler d'une fonction i{x, s, I) impaire par 
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rapport a jc, par rapport à j- el par rapport au groupe z, t. Pour x et 
pour j-, le mot impaire reste soumis k la défîuitioa aucienne; rela- 
tivement au groupe «, c'est k la définitioo nouvelle qu'il faut se 
rattacber. 

5. Bevenant maintenant k Téquation 

du n° 1, je considère l'enseutble des équations particulières qu'elle 
contient, c'est-à<dire l'ensemble des systèmes 

A chacun de ces systèmes répond un système de trois variables 

Jt a 

que je définis par les équations 

X = a^'d*, — am„ 

d,-+- amj — m,, 
z = -t- ain, + m,. 

Si donc on oon^dére une fonction 

de ces trois variables, la valeur de cette fonction pour les valeurs in» 
diquées s'écrira 

F (a"*<^, — ain«, -h aiWj — mi, -h ama + m»). 

Prenon» la somme algébrique rdativ^neot à tous les systèmes 

»»,, m„ «4, a«*d„ 

et désignpns-la par 

P. 

en sorte que 



3a8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

C'est à cette somme l\ mma dans l'h^ puihèse d'une fonction 

impaire par rapport à chacune des trois variables x, jr, z, que s'ap- 
pli([uera notra premier théorème. 
Quand on prend 

m = 4ft 3, 

la somme P est égale à zéro. Même en prenant 

on e enoore 

Pso 

si a Ml n'est pas exprimable par la somme de deux carres D.tns le cas 
contraire, P obtient une valeur qui peut diiïérer de zéro : il s agit de 
donner l'eipresaion de cette valeur. 
Soit 

am s a' -t- jS*} 

« et |3 seront naturellement des eutiers impairs. Il pourra y avoir plu- 
sieurs équations de ce geure^ et a, p pourraient y être affectés indiffé- 
remment dn signe mais» d'une part» nous supposerons a positif et 
même a>i; d'autre pari, nous affiacteronsp d'un signe tel, que 
l'entier 

soit impair. Gela posé* soit s un entier variable de o à ^^^^t en sorte 
que l'on ait successivemeut 

«—3 

l^our chaque couple 
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on donnera à s les valeurs indiquées et on formera la somme partielle 

2f (^V^» «— a*— «t P + + 

on la fonction F eftt celle qui figure dans l'expression de P. Après 
quoi, faisant la somme de ces sommes partielles, on calculera U 
somme totale 

« - a* - 1, p + a* H- 1)], 

pour tons les groupes («t, jS). Celle somme totale sera la valeur de P. 
Ainsi 

p = 2[2 '■ «-..-. P + "+.)]. 

ou bien, explicitement : 

I^F [i^'â^— 2m^, </, + am, — «1,, aoi, -h /«,) 

Cette formule (i) est une extension à des entiers impairs quelconques 
de la formule (A ) de notre treizième article qui ne s'appliquait qu'à 

des entiers 3. 

Nous n'appliquerons U iormule (i) qu'à quelques exemples, que 
nous ne développerons uième pas complètement. 

Pour 

m=sS, 

l'équation 

donne lieu aux deux équations particulières 

5 = (-i)» + 4.o»H-4.«.i. 

T«M IX (s* léria). — OciMM i864. 4^ 
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i^e premier membre de l'équatioD (i) e&t donc 

P(a, o»»>H-F(»fa, a). 

Il est donc nul par la nnlure tnème de la fonction impaire F qui est 
égale à zéro quand une des variables y est égale à z.éro. Pour calculer 
le second membre, on considérera les représentatiofis de Tentier lo 
par une somme de deux carrée. La seule à employer UA «era 

car la racine du premier carré demot ^re positive- et > il fiittt 
mettre de côté les équations 

»0 = (-3)« + (:t 0% 

et 

L'équation 

doit aussi être rejetée par la raison que 

9 

est un nombre pair. Il a*; a donc qu'un groupe «t, j9i savoir 

oc 99 3) |3 — I , 
et il ne comporte pour * que la seule valeur 

j = o. 

Le second membre de l'équatioir (k) se réduit donc a 

ï(a, 2, o), 

et il ^st nul comme le premier. 

Pour 

i» = 9» 
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réqnatioD générale 

m s m* + Hml H- a"-*'^, 

fournit six équatioDS particulières contenues dans les deux identités 

9 = (d2i)*-i-4.o'-i-8.i.i 

et 

9=(+i)«-l-4(±a)»-h4.i.ï. 

La valeur du premier membre se trouve nulle encore celte fois, eu 
égard à la nature de la fonction F. Quant au second membre, ou ne 
doit employer pour le former que l'équation 

qui doDne a s 3 s j3. n est donc nul aussi, car on a géDéralenient 
F (^^» «— a* — I, jS-f- a* + ij Œ»o 

quand a = /3. 
Mais pour 

Jnsi3, 

les deux membres de l'équation (i) ne sont plus nul». Leur valeur 
commune est 

F (a, 4» a) + F(a,a,4). 
ainsi qu'il est facile de s'en assurer. 
4. Consildcrant toujours Téquatiott 

m — ni] + ^ml + a"'</, ^, 
du It et une fonction 

F(*, j,») 

impaire par rapport à diacnne des trois variables 

«» Jt »» 

4a. 
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je bis à présent 

j = rf, + 2mj — m,, 

mai» 

ss a*^^, -I- niit 

puis je somme tous les termes 

F (a"*^, — am,, + ami — m,, a*»<f, + «1) 
rdaiils mw divers tystèmei 

mit 

et je désigne par Q le résultat de cette sommation, en sorte qne 

Q = 2F(a""J, — aw„ r/, -h am, — w,, a"'c?, -h m,). 
C'est sur la somme 

Q 

que portera notre seoond théorème. 
Quand on prend 

m s 4fx -H 3, 

la somme Q est égale à zéro; c'est ce qu'exprime la formule (B) de 
notre quatorsiéme article. Même en prenant 

m s 4fA >» 

on u encore 

Q=:0 

si a m n'est pas exprimiihle par une somoie de deux carrés. Dans le 
cas contraire, Q ol>tienr une valeur qui peut différer de zéro et dont U 
s'agit lie former l'expression. 
Soit| comme au n* 5, 
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« étant un entier etsenlielleiiieDt positif et même > i, et le signe de ^ 
étant fisé de telle sorte que l'entier 



hoil impair. Pour chaque groupe possible 
cherchez la somme 

où le signe 

porte sur la variable « dont les valeurs successives sont 

«—S. 

puis de là passez ft la somme totale 

2 [2p(^. ti-f)} 

pour tous los ^Toiipes a, jS. Vous aurez ainsi la valeur de Q. 
El) d'autres termes, on a 

<ï-2[2f(^''«-"-'^)]' 

ou bien, explicitement : 



formule (a) généralise la formule (D) de notre quatorzième article» 
qui ne s'appliquait qu'aux entiers m de la forme 4ft ■+- 3. 
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5. fîour étendre à «on lonr à des entien impdiv quelconques là 
formule (C) de ce quaionâème artiele, il fiiut comidérer une fonction 

de quatre variables. Cette fonction 

^{x, 7, z, t] 

devra être impaire par rapport à chacune des deux Tariabies jr 
et par rapport au groupe des deus variables t, t. 
Les valeurs des variables 

r» »i * 

cootinneront à être tbées du mode de partition da nombre impair m 
que fournit Téquation 

m s -h ^ml -h a"'"*"' rf, rf» 

du n° 1 . Mous prendrons en eifet 

I = i'-âf-i- m,. 
Pois faisant la somme des quantités 

^ (a** (^,— ailla, ai», — m„ «f, -f- aini+ ai,, a'^^,4>mi) 

qui répoadeut successivement aux divers systèmes 

«It ***lf â**'»! 

nous désignerons par 

B 
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le résultat de cette sotuiuatioii, eu sorte que 

C*est à cette somme R que s'appHqtieni notre nouTeBU théorème. 
La &o 111 lue & est nulle quand 

et c'est ce qu'exprime la formule (C) de notre quatorzième article. 
Même pour 

on a encore 

si 3ffi n'est pci exprimable sous la forme d'une somme de deux carrés. 
Mais quand a m est la somme de deux carrés^ R obtient une valeur 
qui peut différer de zéro et qu'il s'agit de donner. 
Soit, comme an a** 3 et au n* 4, 

Bet |3 nafiircllemeiit entiers impairs, a positif et même > if J3 d'un 
signe tel» que l'entier 

soit impair. Pour cbaqtie groupe 

ce, |9 

on lormera d'abord la somme partielle 
où le ligne 

2 
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porte &ur la variable 

dont les valeurs successives sont 

O, I, — j — 

Puis on fera le total 

a p '^jj 

de CC6 «omi&es partielles pour Ions les groupes 

«1 p. 

Ce total sera précisément la valeiir de 

R. 

Ainsi OD aura 

ou. bien, explicitement : 
(3) ' 

Cest p;ir cette foiniiile très>générale que nous terminerons notre 
quinzième article. On en déduit les formules (i) et (a) en supposant 
la fonction ^ indépendante de tt ou de s, et impaire par rapport à 
chacune des trois autres variables. 
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PASSAGES RELATIFS 
A D£S SOMMATIONS DË SÉRIES DE CUBES 

nmum 

DE HANUSGBITS ARABES UTÉDITS 
ErnuDoiTs 
pAK K. F. WOEPCRE [*]. 



S'il est important d'iMmin«r et de décrire le développement de 

Tensemble des sciences mathématiques chez une nation déterminée, 
on à une époque particulière, une tâche non moin<s inf<''t< ss:uitc, ni 
moins utile pour l'histoire des malliéuiatiques, consiste à àuivre à Ira- 
vers les temps et les peuples certains problèmes qui reparaissent, pour 
«insî dire, partout OÙ l'esprit humain s'est occupé de mathématiques. 

Ces questions et ces théories se reproduisent et se coutinnent comme 
un fil non interrompu, fil d'Arirtnc qui, retrouvé et renoué p;ir (Îps 
inveNtigations peI•^.t■vor;lMtt"^, ppriiict de d('-couvrir le chemin fine les 
sciences exactes ont suivi depuis ks temps les plus reculés jusqu à nos 
jours, et qui révèle la marche de ces communications par lesquelles 
plusieurs fois la science, menaçant de s'éteindre entre les mains d'une 
race épuisée, a été transmise à d'antres parties du genre humain desti- 
nées à conserver les connaissances acquises et à les augmenter par de 
nouveaux progrés. 



[*J Nous empruntons ce Mémoire aux j4nnali tli Mniematiea para cd appUcata 
iropiiméesà Rome. Il tort un peu du cercle de nos publications ordinaÏKa; mais nous 
IwolitoDS de cette oeewioa pour rendra bomnuge à la mémoliv 4e notre bien regretté 
CoUaborateor, M. Wœpcke, que la nort a cruellement frappé dans sa trente-septicme 
ann' e, <in mnrnpnt où son talcBt, BÛli <le loOglUS Cl forlei études, «emblaitlni prO- 
utcure le piu& bel avenir. (J. L.) 

Tom n, {«• •4rie).> Ociaaas iM$. 4^ 
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L'iogénieuse idée que j'ai tâché de formnleF dans les lignes qui pré* 
cèdent appai tient à M. le priuce Boncompagoi, que ses importants 
iravnii'ç stir l'histoire des ni.uhcmaiiqiies, el les recherches vraiment 
iniiupiises servant fie base à ces travaux, ont admirablement préparé à 
choisir avec sûreté les sujets les plus propres de ce nouveau genre 
d'études historiques. 

M. le prince Boncompagni m*a fait Thonnenr de me iaire part de 
ces projets et de m'invitcr à rechercher, pour quelques-uns des pro- 
blèmes dont il s'agit, \vs traces que je potirrnis en décottwir dans des 
manuscrits orientaux inexplorés jiiîHju à présent. 

Les pages qui suivent présentent les réi^ultuts de l'examen auquel j'ai 
soumis, relatiTement à un de ces problèmes» une yiartie des manuscrits 
orientaux de k Bibliothèque impériale de Paris. 

J'ai traduit la première et la dcnière page de chacim des traités 
dans lesquels j'ai remarqué des passages relatifs à ce problème, ainsi 
que toutes les pages contenant ces passage. 
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Manuscrit coté ^ du Supplément arabe de la BibUoUdique 

impériale de Paris, 

ToInoB iM <1b i3» fadneto en papier dont le preminr et les deux derniifBSoaldei flnâllele 

do ganio non numérod^, (andi:^ quo 129 autres sont numérotas avee deOK MUnéiraUooa 
f/)ns4iculivcs dont la première v.i Uo 1 h 71, ot la seconde de i à 58. 

Feuillet I, v° 1. I à 69, 1, 14 do la première numération : Commentaire du TaHh/s oa 
c Bxpoeé diBi 0|iéntioiM du calcul », Tnité d'arithmétique pratique d'Ibn Âlbannâ, matlié- 
ontieteii et •Mronome qvi florisaait te Haroc dans la preraièro moitié da xjii* siède, par 
Alkifl.ujAiiî, nuiihomaticien aral>o~^pagn<>l. mort en i486 de J.-C.L1 copie eil éMt da 
ag ramadbâB 1229 de l'hégire, ou j4 septembre 1814 de J.-C. 

Feainet4t9,'v*L i5 i 71, ir* L 7 de k pimièn miiiiéniyofl : Ubfceeo leleUrè qnél^^ 
question» chronologiques par Aboit Zaïd Abdalrahmàn Ibn Omar Al'oi^n'.'lt AVni^nori. 

Feuillet I, r° 1. 1 à %° I. 34 de la seconde numération : Autre coinmeniaire, suins 
nom d'Milear, dti Talki^ >! iba Albannâ. 

Comparer sur ce Maauscril le /Mtnwr/oi^a^tt», câbler de léfrier<mtn 186a, p. loS, 
I. 18, à p. 107, ligne dernière. 

Les numéros lîis fouillds marquas en nnr_^o lî.s p. :r,i) T delà tndttCliOB ct-aprte 
ae npporteni k U première des deux numérations du manu&crit. 



Âii nom de Dieu clément et miséricordieux. Que la bénédiction r. 1. 
et le salut divins soient stir notre Seigneur Moliamiiied ! 

Le serviteur du Dieu Ires-haut, celui qui a besoin de son pardon, 
Alî Ben Mohammed Ibn Mohammed Ben AH le KoraïchUe Alandalotici 
Albasthl, noana sons le nom d'Aikaltiçâdiy que IMen très-haul soit 
miséricordieux envers hti, amen, amen, amen, amen» dit : 

î/ouange à Dieu qui a créé i'homtne par sa grâce, Pt qui l'a fait 
exister pour ce qui a été résolu et décrété j)ar la volonté de ses jugt"- 
uieuls et de sa put!»sanoe. Que la béuédictiuu et le balul divins soient 
sur notre Seigneur Mohammed, sa famille et ses compagnons. 

Pour en venir an £ait. Le but que se propose (le présent ouvrage) 
est l'explication de « L'expose des opérations du calcul » du chatkJi, 
dti très-savant imàm, Ahmed, surnommé le fils de l'architecte (Iho 
Albaunà), l'habitant de Maroc, piiisse-i-il être agié^ible à Dieu, et 
puisse EKen le rendre content. L*inteiilîou de (l'auieur) est que celle 
introduction forme le commencement du travail qu'il se propose d'en- 
treprendre dans cet ouvrage, et qu'il indique dan» le contenu de celle 

43.. 
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(introduction) ce qu'ont mentionné les anciens felativement à ceini 
qui écrit un ouvnige sur une idence, à savoir qu'il faut.qtt*il j fiiMe 

attcnlion aux huit points capitaux ftttivaoïs : le but, Tutiliic, le carac- 
tèie, la inéthu(!e (le l'enseignement, l'ordre, le nom de l'auteur, la 

justesse et la division. 

L'auteur, que Dieu soit miséricordieux envers lui, a réuni irapli* 
citemeiit ces huit poinis daus cette introduction» ainsi qu'il l*a exprimé 
dans certains vers que voici : 

J< ne uns appliqué à ètJM ûooÔA dans umd exposé, 

Puvf» que je connaif les dUlernilc» perde» de ia leieiice et parce 

qae je sais abréger. 
Je ne crains pas qu'on m'entende mal en prêtant h ce qae je dis 

dee eeei difléreab de celui que j'ai tooIu exprimer, 
El je ne cherche rien au delà de ce qui en suHBsunt poor moi. 
Cependant je crains le blâme des grands hommes, 
£t ceriaiaemeat k» aevani» accomplis sont en droit de iuhrrs 

une autre voie, 
liais le devoir de la cbameUe est d'raseigner les petits [*J. 

L'aiitetir dit : Le but [**], c'est-à-dtre l'objet, dans cet ouvrage, c'est- 
à-dire c et t'crif, eit de donner un exposé fait avec choLv , c'est-a-dire 
un exposé élégant et concis, des opérations du calcul, de faire com- 
prendre proinptemeiU ses règles, c'est-à-dire de rendre les règles de 
l'ouvrage fiicilfmait accessibles, ainsi que te sms des ihéarietf au 
moyen des problèmes placés chacun dans le chapitre de la r^le qui 
le concerne et qui lui convient, e< de présenter dans un t»dre sévère 



[*] Le tcïtc de ces ^ersque présente ici le manuscrit me paraît irès-corron [ i' ; 
outre, la première partie du iiMDascrit(fol. i à 71 de la première numération) i-st d'uitr 
Jbit mauTiise écritinr. Lea laéiucs vers sont nproduilt avec esriaijies vuriaiilci, et 
son» une fonna plus correcte, au folio i de b seconde munératton. 

[**] Les mots imprimés en italique forment la traduction des parties du texte df 
l'ouvrage commenté, intercalées au milieu du commentaire et écrites, dans le manuscrit 
arabe, à rcecre ronge. J*ai aussi nia en itallqae quelques t<âsiageft qui ne sent pas 

écrits à l'encre rouge dans le inaniiscrit, niais qui Tout c< pemlant paitii' du texte cotu- 
menté, aiosi que je l'ai reconnu par un examen du second commentaire du Talkhù, 
eonieBttdaasoa nanuscrit, at d'm traisiine commentaire contenu dans le naan- 
acrit **\ du Supplément arabe de la HibGeibiqint inpériale de Paris» 
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les hases et le sj stème de cet art. Il comprend deux parties, c'est-à- 
dire cet ouvr;<ge (comprend deux parties), dont la premtère traite du 
<yi^iû»tf dit nombre aumu, en fait d'entiers, de fractions et de ra- 
cines, tandis que la seconde traite de$ règles au mojrcn desquelles il 
est possible d'arriver à la connaissance de la grandeur de l'inronmte 
qui est chci chée, en partant des quantités connues et données, c est-à- 
dire ail moyen desquelles il est possible de déterminer Tinconnue, 
ainsi qu'il sera expliqué plus lard, si Dieu le permet, dans la seconde 
partie de l'ouvrage. (Celte seconde partie traite) de l:i manière d'opt— 
rer avec les pro{>orlions et avec les plateaux de balance [*],de l'al- 
gèbre, et de ce qui se rattache à cela. Comme si l'on vous dit : on 
additionne le tiers et te quart d'une quantité^ et cela fait tant; ou l'on 
additionne le tiers et le quart et le cinquième d'une quantité, et cela 
fait tant; combien est celte quantité? L*autenr dit (que cette détermi- 
nation de l'inconnue par les connue est possible) lorsqu'il existe entre 
Viuie et les autres une relation qui détermine cette (dépendance). 
Cette relation | est le rapport qui existe entre les nombres, etc. n» 

Si l'on vous dit : combien est la somme de huit nombres dont le *" ' 
plus petit est deux, et qui se dépassent mutuellement de quatre? | Alors F. », 
multiplies l'excès par le nombre des nombres (termes) moins un, ce 
qui donne vingt-huit. Ajonte^y le deux, ce sera trente, ce qui est le 
plus grjiiid (des nombres). Ensuite ajoutez au trente le premier 
nowbre, ce qui fait trente-deux. Multipliez cela par quatre, la moitié 
du nombre de* nombres. Tous aurez pour résultat la quantité cher» 
cfaée* à savoir cent TingMiuit» En voici la Bgiire, d Dteu seul connaît 
la -vérité. 

.'. a 6 10 .m4 .*• t8 aa .•. a6 .♦. 3o 

L'auteur dit : Quant à la sommation des nombres suivant l'ordre, 
elle consiste à multiplier la moitié du (nombre) jusqu' auquel (la suite) 
f étend ptw k {nombn) jmqu'auquel (la suite) s*étetul jpius l'tatité. 
Ceci est la troisième espèce de l'addition, et d'après ce que l'auteur 
dit, l'opération est claire. Par exemple, si Ton vous dit : additionnes 



[*JGtiMHB dci%De Is riglc dMdMx &ii«ms psaitiona. 
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depuU un jiuqiA dix suivant Tordra naturd des noinbras, alon ajou- 
tez un au dix, ce sera on». Multiplies cela par la moitié du dix, vous 
aurez, pour résuhat CMiqunntc-cinq, et qui est la quanlilé cliorcliéc. 
Et si l'on vous dit : additionnez depuis un jusqu'à dix-huit, alori» 
ajoutez un au dix-liuit, eu s^era dix-neuf. Multipliez cela par la moitié 
du (nombre) jusqu'à uquel (la auile) s^éteDd, à savoir par neaf. Vous 
ainw pour résultat cent soixaDi«H9iuse, ce qui est la quantitâ chendkée. 

L'auteur dit : Et l'élévation ttueané{se fait) par l-i intiUiplication 
de deux tiers 'du Hoird>n''^ j'iujn' auquel [la suite) s'e'fend plus un tiers 
d une unité, par la somme {des nombres simples). Cela veut dire l'él^r 
vation au carré de l'addition dea nombres su i vaut Tordre, ce qui de- 
vieudra pins clair par notre exemple. Si l'on vous dit : «dditionoes à 
partir du carré de riuiité jiiscju'aii cairé de dix, alor» l'opération dans 
ce (problème) consiste à preudie deux tiers du dix, ce qui fait six et 
deux tiers, et à ajouter à cela un tiers d'une unité, de sorte que la 
somme sera sept. Multipliez cela par la somme (des nombres simples), 
4 savoir par cinquante-cinq; vous aum pour résulut la quantité cher* 
chée, à savoir trois cent qtiatre-vingt-cinq. 

i . ro, L'auteur dit [*] : Et l'élévation auoibe {se fidt) par l'élévation an 
carré de la somme [**]. Cette somme veut dire celle qui rt'snlte de 
radditioii lies nombres (simple» ) suivant l'oidro. Et le cube signifie, 
d'après ce qui a été expliqué, le prutiuit de ia nuiltiplication d'un 
nombre par hu-méme et puis du résultat par sa racine. Par exemple, 
si l'on vous dit : additionnez à partir du cube deTunité jusqu'au cube 
de dix, alors élevez au carré la somme (des nombres simples), à snvo'" 
cinquante-cinq. Vous aurez pour résultat la quantité cherchée, à savoir 

t. », r», trois mille vingt-cinq, ainsi : 3o35. 

'•i M- L'auteur dit : Quant à l'addition de$ ne^re* i^iain stdiwa 
Vordte, elle emsiste à élever au tMrré la mMtié ckt {nomkre) fmqu'aur 



[*] Je rappelle que « l'auteur • de l'iWTrajie ooannenlé est Iba AUnuibA. Im rè^ 
pour lu sommation i!i<s cubes, qoi luii id, appartifloi doocà H» AliwBnâ, eoaicoipo' 

rain deLi oikh J de Pise. 

Cc»i-k-tlirc 
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quel [lu suiie) s'éteitd joint à L uniié. Ceci est la quatrième espèce (de 
radditioo), et c'est la pins fiidlft de «s espèces. La manière de IVf» 
£ectuer est claire, (râprès ce qne 1 autenr a expliqué. Par exemple, si 
Ton vous (lit : additionnez depuis l'uuité jnsqu'à neuf (en prenant) | ^> «*• 
'es nombres impairs suivant l'ordre, alors ajoutez l'unité an neuf, ce 
qui f.iit dix. Élevez-en la moitié, à savoir cinq, an carré. 11 résulte"» 
vingt-cinq, ce qui est la cpiantilé dierdiée. £t si l'on vous dit : addi- 
tionnes depuis rimité juiqa*à vingt-troîs, alors additionnea l'umlé an 
vingt-trois, œ qni fait vi&gt-quaire. Élevés au car'^ la moitié de cela, 
k sD V tir douze. Yous aurex pour résultat cent quaranle-quatM, ce qui 
est ia quantité cherchée. 

L'auteur dit : Et lelémiion au carré {se Jaii] par ia multiplication 
d'un sixième du {nonAn) jusqU auquel {la suite) s" étend ^ par le rec- 
tangle con^ris sous les dntx nombre» f itt ravwsînmt par après. Cest- 
à-dire l'rlévatton au carré de tous noiubro<i impairs. Et « le rec- 
tangle » est le produit d'un nombre par un i nuire) nombre. T.'ntitrur 
dit « par après • par précaution, afin qu ou ne s'imr»q;lne pas qu '' 
s*agit du produit de» deux nombres qui précèdent le (nombre) jus- 
qa'auquel (la aoite) s'étend. L'éclaircissemeot de cela se trouvera 
dans notre exemple. Si l'on vous dit : additionnez à partir du carré 
de l'unité jusqu'au carré de neuf, alors prenez un sixième du neuf, ce 
qui est un et demi. Formez le rectangle des deux nombres qui suivent 
le neul, k savoir du dix et du ouze. I^ur rectangle est cent dix. Multi- 
plies cela par le un et demL II résultera centaoixaBt»«iuq, ce qui est 
la quantité cherchée. 

L'auteur dit r l' élévation au cuhe {se fait) par la nudUpUcation F. «. v-, 
de la somme par son double moins un f]. Celte élévation an cube (doit 
s'entendre de) l'addition des wonibres impairs. Par exemplf, si l'on 
TOUS dit : additionnez depuis le cube de l'unité jusqu au cube de neuf, 
alors vous savez déjà que la somme (des impairs simples) est vingt- 
cinq, et le double de cela moins un est quarai7te-jieu£ Par conséquent, 
multipliez le vingt-cinq par le quarante-ueuf. Vous aurez pour lésullat 
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y. mille deux cent ▼ingt-^inq, âlosi î laaS. j Bégle fendftiiientale. Si J'on 
TOUS dit : additionnez dcpub le cube de riinité, suivant Tordre des 

nombres impairs, jusqu'à un nombre inconnu, et le résultat sera tant; 
alors multipliez ce résultat par huit, et additionner, nu produif une 
unité. Prenez la racine de la sotume, et ajoutez à la racuic de uouvctu 
une unité. Prenez la racine de ce résultat et retranchez-en une utiitc. 
Ce qui provient est le (nombre) jusqu'anquel (la suite) s'étend [*]. Par 
exemple, si Ton vous dit : on a additionné depuis le cube de Tunité 
jusqu'au cube d'un certain nombre, suivant l'ordre des nombres im- 
pairs, et Je résultat a été mille neuf cent quatre-vingt-dix Alors 
multiplies cette somme par huit, et ajoutez au pro<iuit une unité. Vous 
aures en somme cent cinquante-neuf mille deux cent et un. Prenea^n 
la racine, qui est trois cent quatre^vingt-dix-neuf. Ajoutes k cela une 
unité, ce sera quatre cents. Prenez-en la racine, qui est vingt, et relran- 

r. », r". cliez-eti l'unité. Vous aurez pour reste I dix-neuf, ce qui est le (nombre) 
mcoiinu juaqu'auquel (la suite) iiVtend. La manière d'exécuter colle 
opération se présentera encore, si Dieu le permet, dans le problème 

i n, r«. du château ["'], traitée au moyen de l'algèbre. | 

L'auteur dit : Quant à l'addition des nombres pairs suivant Vordie^ 
elle consiste à ajouter au {nombre) jusqu'auquel {la suite) s'étend, 
constanunent deux, et à multiplier la moitié de la somme par la mnitit- 
du {nature) jusqu'auquel [la suite) s'étend. Ceci est la cinquieuie ea- 
pèce de l'addition. Et l'opération^ d'après oc que Tauleur a dit, est . 



[*] (TcM-à-dÎM, K 

3' + 5' 4- . . . -*-«»s= *, 
00 aura • 

vV*-8-M-»-i-«-i=jr. 

{**] C'est ainsi que porte le manuscrit. Mais celle leçon est faoasei il faut iiret 
diz-oeuf milk scef ecnls, e'cst-Jvi^ire iggoo au lieu de 1990. 
[***] Le maî que je nadais ici par • «hâteni • dgaffie somI • teHe. • Or, rouvta(;c 

âlhii .^U),<niià, rommcnli'^ ici par Alknlicadî, ('tait un nbn'gi' d'un ouvrage appelé • La 
petite selle» (voir Journal asiatique, cahier d'oclobre-novembre iS54t p. 371, i- i 
à 7). D cat donepoHilile cpie AlkolMldî finie và aihiaioB è oa piobitoe cooteoa dans 
oe dernier ouvrage, de sorte qu'il faudrait lndak»s « daos le prdiUiM piwpoié dass 
• (l*4Mivnige iatitiUé) La petite telle, » 
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claire. Par exemple, si l'on vous ilit ; additionnez depuis deux jusqu'à 
dix, alors ajoiilcz au dix deux, ce qui f:iit douze. J.;i inoiiié de cela, à 
iavoir six, multipliée par la moitié du dis, donne trente, ce qui est la 
quantité cherchée. Et si l'on tous dit ; additionnev depuis deux jo»- 
qu'à vingt-deuX| alors ajoutez au (nombre) jusqu'anquel (la suite) 
s'étend, deux, ce qui fait vingl-quntrc. Multiplie-/ cela [*] par la 
nioirié du vingt-deux. Vous aurez pour résultat cent trente-deux, ce 
qui est la quantité cherchée. 

L'auteur dit : Ei VéliwUon au carré [se. fait) par la mtdûpVciftion 
de fieux tiers dit {nombre) fusqtiauquel {la suite) s'étend, p!ns deux 
tiers de runitt^, par la somme {des nombres pairs simples). C'est- a-dire 
l'élévation .^u carré des nombres pairs. Par e:«eniple, si l'on vous dit : 
additionnez depuis le carré de deux jus<{u au carré de dou?.e. Alors 
vous savez, en yertu de ce qui précède, que la somme (des pairs 
simples) est quarante-deux. Réservez cela. Ensuite prenez deux tiers de 
douze, ce qui est huit, etajoulCB-y deux tiers, ce qui fait huit et deux 
tiers. Multipliez cela par le quarante-deux. Vous aures pour résultat la 
quantité cherchée, à savoir trois cent soixrintp-qiiatre. 

I/auteur dit : Ou multipliez un sixième du [nombre] jtt^qu auquel 
{la suite) /étend par h rectangle conyms sous les deux nombres qui 
Vavoisinent par après» Ceei est une seconde manière de Télévaiion au 
carré des uotnbres pairs. Son éclaircissement, au moyen de notre 
exeniplp, consiste en ce que vous multipliez le .sixième du (nombre) 
jusqu'anquel (la suite) s'étend, à savoir de douze, par le rectangle 
compris sous treize et quatorze, à savoir sous quatre-vingt-deux. Ce 
(produit) sera la quantité cherchée. 

L'auteur dit : EtVétémiwn au cube{séjait] par ' i midiiplication y w, 
de la sojiinie {des nombres pairs simples) par son double [** j. Ceci est ''"^ 
l'élévation au cube en additionnant les nombres pairs. La somme est 
dans notre exemple quarante-deux, et son double est quatre-vingt- 
quatre. Si Ton en fait le rectangle, le produit est trois mille cinq cent 
vingt'huit, ce qui est la quantité cherchée, j f v, 

[*] C'ist .nui\ qaeiwrte le mamucrit. Il iknt lire : mnltipUeji la maillé de eels. 
[•*] C'm-à-dire 

Ton* tX («« •irié}.- Oci«Mit 44 
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Bemarque ««Milionnelle, tebtive au eu où Ton vous dît : addition- 
nez à partir d'un nombre qui o'est pas un, ou qui n*est pu deux, d'une 
manière semblable à ces additions (qui précèdent). L'opératioD en ce 

cas consiste à faire d'aliord l'addition à partir de l'unité ou à partir du 
deux, et à retrancher ensuite de la somme ce qui résulte de (l'addi- 
tiou faite jusqu'au nombre) proposé dans le problèiue (comme cotii- 
menœment ée ht suite). L'auteur n'a pas signalé ce (cas) dans le pré- 
sent ouvrage, mais il l'a signalé dans lesdiaoours [*]. Par exemple ai 
«*• I l'on vous dit : additionnez depuis cinq jusqu'à seize suivant l'ordre 
naturel des nombres, alors additionnez d'abord depuis l'unité ju<=qn'.iii 
seize, d'après ce qui précède. Vous aurez pour résultat treule-six. 
Réservez cela. £usuite retranchez du cinq une uuité. Il reste quatre* 
Addilionnea depuis un jusqu'à quatre, vous aurei pour somme dix. 
Retranchez cela du (nombre) réservé, vous aufes pour reste cent vingt- 
six, et telle est la quantité cherchée. £t si l'on vous dit : additionnez 
depuis six jusqu'à quatorze en prenant les ri ombres pairs suiv;(nt Tordre, 
alors additionnez d'ai>ord deux jusqu'à quatorze. Ce sera ciuquante»sia. 
Réserves cela. Ensuite retrandicsdu six deux, il tous restera quatre. 
Additionnes depuis deux jusqu'à quatre, oesera six. Betranchea eela du 
(nombre) réservé. Vous aurez pour reste cinqu.inte, ce qui est la quan- 
tité cfiercliée. Et si Ton vous dit : additionnez depuis sfpt jusqu'à o«>ze 
en pren.int les nombres im[)airs suivant l'ordre, .ilors additionnez d'a- 
bord depuis un jusqu'à onze, ce qui fait trenle-bix. Ensuite retranchez 
deux de sept. Il reste cinq. Additionnez depuis un jusqu'à cinq, ce sera 
neuf. Retranchez cela du (nombte) réservé. Il reste vingt<«ept, ce qui 
est la quantité cherchée. Et vous réglerez d'une manière analogue 
F. 9, «*, l'opération pour l'élévation au carré et pour l'élévation au cube [**] ■ 



[*] Cela peat aigni&er que l'auteur, Ibn Albannâ, a exposé ces règles Terbalcment, 
ou qu'il Ict S cxposées dans un ouvrage ioiitulé « le» Diacoitn, > c'esl-i-ilire en 
« livre*. • 

[*'] Ceci conipreod la somination des séries : 

m»-h(m + xY + {in-h-iY+ +[m+ay, 

(2iM)'-H(ain + ?.)»+ [tm ■+■ 4j' + . •• + (»«» + »»)*, 
(aiw + i)F-j- {a« +3)» -I- (»« + 5}»+. . + a«-l- 1}». 



Digitized by Gopgle 



FDIIES ET APPUQUSES. 



347 



TBOISIËME COAPinie. 
BK u sonsnicnoB. 

L*aut«ttr dit ; La aoustracUon est la rcchercite de ce qui reste après 
qu*on a retranché l'un de deux nnmhres de r<inire. Ceci s"aj)pli<iiie à 
l'exécution écrite de la soustraction. Dans cortams de ses ouvrages 
(Ibn Albaniià) a dit que la signitîcation de la soustraction consiste à 
faire connattre la dilléreDce entre dcaz nombres différents par rapport 
à la quantité, dont Tan est pins petit et Taoïre plua grand. Il n*a pas 
rencontré la vraie définition de cette (opération) dans le « Soulèvement 
(lu riffe.ui » [*'. Le plus convenîïble est de dire que la soustraction 
est la icclirn he de la différence PDfre deux nombres dont l'un est phis 
petit et l'auire plus grand. L'auteur dit ; Elle [se fait) de deux nia- 
nièrûs» Vune cmsiste à retrancher le plut petit du pliu grand une 
seuie Jbis, C'est celle par laquelle on commencera dans le présent 
chapitre; comme si Ton vous dit : retranches treize de trenie^sept [**]. 
Alors vous direz : le reste est ^illpt-qnat^e. L'auteur dit : L'atttie 
espèce consiste à retrancher le plus petit du plus grand plus dune seule 
fais. Ceci est le cliapiire de la preuve ainsi qu'il sera exposé 

plus lard, si Dieu le permet. Comme si l'on -vous dit : retranchez du 
trenteK»nq (constamment) sept On bien, il en restera un excé- 
dant, enmfne (si vous prener) quarante et un [*****]. L'auteur dit ; 
Pour la première espèce, iljaut placer {le nature) tiont on reUvnche 



['] Cet ouvrage J'Ibn Allxannâ est mentionné d.ins le passagf il'Ihn Kh.ildnûn tlont 
le texte et la traditction se trouvent daas le cahier d'octobre-novembre ib54 du Jour- 
nal mti^uùjue, p. Sjoet tuiT. 

[** J Le itxte ds uaDiucrti porte par crrear «te au liea dtftpi. 

C'est ropératiui décrite ^ta» k 5^ dapilie du b prranèfe partie An VJritif 
n,rti:j ur .l' Mkahçidi, p. aSs à sSS dc» >ltf ifell* Jtemiai^ Pvi^fidm tk' Nimri UMm\ 

aano XII- 

Le copiste paraît ici avoir oublié quelques mois exprimant à peu près ceci : 
« et daai cet exenpie il ne vous restera sucoDCieédaDt. • 

[*****] En eflet, liTon fetrmdie de 4* anlml de fois 7 qu'il cet poaaible, il rest« 
l'excédant 6. 

44.. 
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dan* unê Vgne, et au-tkssaut h nombre qt£U **agU de retmneher^ de la 

même manière comme dans Viiddition; puis il faut retrancher chaque 
T. », i«. place (c'est-à-dire chaque chiffre) de ceUU qui Uù correspond, | s'il y 
en a un qui lui correspond [']. 

... Vous aurez pour résultu [**J deux cent quatre-vingt-quatre, ce 
4|ni e»t le nombre déficient. Il a comme parties : une moitié, & savoir 
cent quarante*deux ; un quart, à savoir soixante et onae} un soixante 
et onzième, à savoir quatre; la moitié de la (fraction précéilente), à 
r. 69, t». savoir deux; et la moitié de celle-ci, à savoir j tiii. I.a somme de ces 
parties est deux cent viugt, ce qui est le nombre excédant. Celui-ci a 
comme parties : une moitié» k savoir cent dix ; un quart, à savoir cin- 
quanle-cinq ; un cinquième, à aavmr quarante^quatre; un diiièroe, à 
savoir vingt^deox ; une moitié de dixième, k «avoir onze; puis en fait 
de frnctinns non arficulées [***] : '"i onzième, à savoir vingt; et la 
iiiDiiii (11- cola, à s.ivoir dix, et le ([tiait de cela, à savoir cinq; et le 
cinquicuie (du onzième), à i>avotr quatre; et le dixième (du onzième), 
k savoir deux; et la moitié du dixième (du onzième), k savoir un. La 
somme de ces parties est deux oeut quatre-vingt-quatre, ce qui est le 
nombre déficient. Ces deux noralnw sont les nombies amiables les 
plus petits qu'il soit possible de trouver. 

Ceci est la ûn de ce que je me suis proposé (de dire) sur cette 
matière. 

Louange k Dieu, le Matire de rCniven. Que sa bénédiction soit sur 
notre Seigneur Mohammed, le dernier et le plus paHait des prophètes, 

le prince <)os apôtres, et sur sa famille et ses compagnons. Que le 
salut divin soit répandu sur eux avec profusion jusqu'au jour de la 
résurrection. 



[*J C'est-à-Jire si le chillre correspondant ùu nombre dont on rctraocbc n'est |»as 
iêr». 

[**] ADnlsfédt termin* soneoaiinenlsîreen montrant la manière de troavcrlfiilettz 

nombres amiables 230 et 284 ; ces nombres jouissent de la protviélé qiM la SOmiM dfiS 
diviseurs du premier est égale au second, et rrcturoqueraent. 

|^***J Ce sont les fractions qui ne peuvent pas s'énoncer au moyen des mots : une 
moiiié, os tien, un qur^ «le., joaqu'à on diaiiAsit ïneliisîvemeu^ m par It eombi* 
oaiion de «es mots. 
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Louauge à Dieu, le Maître de TUoivers, de la part de celui qui a 
écrit (oetle copie), et qui a besoin (de la miséricorde) de son Seigneur 
qui pardonne à son esclave (à savoir) Al-bftdjdj Imftd Alfihri, pnisse 

Dieu accorder son pardon à lui, à ses parents, aux docteurs (qui l'ont 
instruit), et aux docteurs de ses docteurs, jusqu'au jour de la résur- 
rection, 

{Termiaé) à Taurore du vingt-neuvième jour dn note tàiaré du 
rainadhân de l'année mil drax cent vingt-neuf [*]. Fin. | f. • <). 

Au nom de Dieu clément et miséricordieux. Que la bénédiction et 
le salut de Dieu soient sur notre Seigneur Mohammed, sa famille et 

ses compagnons. 

Le serviteur qui a ia conscience de ne pouvoir satisfaire à la justice 
de son Seigneur, l'illustre et lettré jurisconsulte AboûZaldAbdalrafarafta 
Ibn Omar Arokaîli AIçoèneei, que Dieu veuille agir avec lui selon sa 
grâce et sa générosité, dit : 

Louange à Dieu pour avoir rendu nombreux ses bienfaits et ses élus. 
Grâces à Dieu, pour les bienfaits abondants de son indulgence et de 
ses dons. Que ia bénédiction et le salut de Dieu soient sur notre Sei- 
gneur Mohammed, qui est la meilleure de ses créatures, et le dernier 
et le plus parfait de ses prophètes, et sur sa &mille et ses compagnons, 
qui ont eu la bonne fortune d'embrasser su cause et de la suivre. 

Pour en \er)ir au fait. Ceci e^t (un travail) q<ii fournit des exi)Iica- 
tiOQS faciles, intercalées entre les paroles du (traité intitulé) Àl-yaçàrah 
(« L'aiaance. » ) Je VidBn comme un eommentaire de ses paroles et de 
ses sens cachés, et comme un éclaircissement de ses fondements et de 
ses développements. Afni cpie ce soit un secours pour celui qui désire 
le comprendre, et mi guide pour celui qui rlu rebp ù conuallrc l'ex- 
plication de sa science. Et quoique ce traité soit extrêmement concis et 
abrégé, il n'en embrasse pas moins une branche | de la science qui est r. 1". 
d'une grande étendue. 



[*] Cetit dme coi-mpond au 14 sc|itcabre tBi4<le notre cr«. he maoïttcrit est 
dune Irès-nodoïK. 
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Manuscrit coté du Supplément arahe de la Bibliothèque 

impériale de Paris . 

Volume ia-4 de 174 fwtUeto en p«pier dont l« pnmier cl le dernier sont des feuillets de garde 
non oniDéTOtés, tandb qne les «utras fcttilkis sont vmàMi» n erayon svtc les nombres 

I à 173. y 
Feuillet 1, v* 1. i à 74, r" 1. ao do la numération écrite au crayon : Commentaire du 

TaUti ou c Ex|)osé dot» opérations du calcul ■ d'Ibn AliMmiâ, sans nom d'auteur. 
Feuillet 77, v* 1. 1 à laa, r* I. a6 do la numération écrite au crayon : Commentaire sur 

c l'Abré$!:o de la scicnco du calcul i d'Abdoulkâdir Alrakliàwt le chàféïtc, par Iloçaïn Ben 

Mohammed AlmaballI lo cliiféil -. 
Feuillet 123, v° 1. 1 à 17a, r°l. i5 do la numération écrite au crayon : Traité d'aritiimé- 

tique pratique intibilé: • SoultfSaNiit dv vMraont de la leienee dn cakal » par Atk»- 

laç^dl. La copie do oe tfiUi panll avoù été adiavé» I» a4 eliairifil 114} de llrfginii on 

» mai i;3i ùs J.>G. 

Comiiarer sur ce mantaerit le /oHmat a$iaHftiet cahier de février-mars i8Ga, p. 108, 

1. I , à p. 112, 1. 7. 

Les numéros des t'miîUets marqués en marge des pages 3jo à idx de la traduction ci- 
apièa se lapiierteiit à la numération écrit» au vtfm. 



1. 1, ««. Au nom de Dieu clémrat et miséricordieux. Que la bénédiction di- 
vine soit lur notre Seignear et maitfe Mohammed et sur toute sa famille! 

Louange à Dieu, Maître de rUnivers, qae sa bénédiction et foo 
salut soient sur notre Sfâgoeiir Mohammed, sa Êiroille et tous ses 

compagnons. 

Pour en venir au fait. J/nl)jel de cet ouvrage rst dp donner un exposé 
fait avec choix, des opéfalions du calcul, uu aperçu succinct de ses 
régies, et un arrangement, d'après un ordre sévère,' de ses fondements, 
n comprend deux parties.. Ia première partie traite des opérations du 

nombre connu. La secomie partie traite des règ1*-s an moyen desquelles 

il est possilile d'iirrivrr à ce qui est inconnt» el irliot clir en j>:ivtnnt de 
ce qui vs[ connu et donné, s'il existe entre les deux choses une relation 
qui rend cela nécessaire. 

PREAIIÈRE PARTIE. 

DES OPÉnATJONS DU HOMDRE CONDIT. 

Cette partie est divisée en trois divisions. La première division traite 
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des opérations du nombre entier. La teeonde divisioa tniledes opérap 
non» des fractions, la, iraisiàBM! division Mile des opérations des 
ractoes. 

PREMIÈRE DIVISION. 
SM OÊiaLAtua» »« Moitnui sirxm* 

Cette division se partage, convenablement à son but, en six cha- 
pitres, dont le premier traite des divisions du nombre et de ses ordres. 

PBBMm cbaphhe. 

Le nombre est ce qui est composé d^unités. Far conséquent Ton 
n*est pas appelé nombre, parce qu*il n'est pas composé d'nnités. On 

dit aussi : le nombre estime réunion de monades [*]. 
Tel est totit nombre, comme le cinq, le dix, lecent^ la mille. 

Le t)ombre est divisé eu pair et impair. 

Le pair est celui qui &e laisse diviser en deux parties égales. Tels 
sont tous les nombres dans la {Hremière fdace desquds il se troure un 
nombre pair, comme deux, quatre, ux, huit, ou dans la première 
place desquels il n*y a point d'unités. Le nombre impair ne jouit point 

de ces propriétés. 

On dit aussi : le nombre pair est celui qui se laisse diviser en deux 
parties égales, ou en deux parties inégales, l'une étant plus grande et 
Tautre plus petite, pourvu qu'il soit plus grand que deux [**J. 

Si le nombre pair est divisé en deux parties égales, et que l'une 
d'elles est paire, l'atitre partie est 'pareillement) paire; et si (l'une 
des parties) est impaire, r;iulre partie est (ajsssi) impaire. Et s'il est 
divisé en deux parties inégales, chacune de ces deux parties est (ou 
bien) impaire (ou paire). Par exemple, le buit se divise en deux nom-> 
bres pairs, quatre et quatre, qui sont égaux } et se divise (aussi) en 
cinq et trots qui sont in^iis, et chacune de ces deux (dernières par- 
ties) est impaire. 



[*J Le mot employé ici est diflcrent du terme ordinaire pour « uoité, • empToré par 
cjtaapts 1. a, 3 019 dehpcéieiitepaj^e. Le dictionoaiie le (faduitpar • uoitas, siogu- 
laritM. 9 

[**] U cbmsedivitssealenKnt «a dcns parties éeales, 1 et 1. 
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Si le uombre pair est divisé en deux parties inégales, chacune de 
ces deux parties se laisse diviser [*] en deux parties inégales. Ainsi 
le cinq et le trois sont inégaux, et pareillement les parties de ces deux 

nombres sont inégales. 

V. 9, r*. Quaiil .111 ( nombre) impair, | c'est celui dont les parlios, etc. 

F. 7, ... VOUS ajoutez | constamment uu demi, et vous multipliez la 
somme par la quantité réservée. Alors ce qui résulte est la réponse. 
Bar exemple» si l'on dit ; additionnes depuis cinq jusqu*i dix>neuf 
suivant Tordre des nombres (naturds)i alors voua joignez le cinq au 
dix-nptif, ce fait vinpt-riuatre, et vous réservez cela. Ensuite re- 
tranchez le premier des uuuibres, à savoir cinq, du plus grand des 
nombres, à savoir dix-neuf. Il reste quatorze. Preaez-eu la moitié, qui 
est sept. Ajoutez-y la moitié d'une unité; ce «er» sept et demi. Multi- 
pliez cela par le nombre réservé, à s i v < h par vingt-quatre. I^e ré- 
sultat sera cent quatre-vingts, ce qxù est la réponse. 

Et si roii (lit [**]; additionnez depuis l'unité jnsqu'à dix suivant 
rurdreiit i. nombres élevés au carré, ce qui signibe que vous multi- 
pliez diacun des dix nombres par liii>niéme, et que vous additionnez 
les résultats; alors la méthode pour cela consiste à additionner les 
nombres suivant leur ordre, d*après la méthode précédente, et ji 
réserver la (soiniiu ). Ensuite vous prenez deux tiers du dernier 
nofTibre, ce cjiii est six et <ienx tiers, et vous y ajoutez un tiers de 
l'unité. 11 résulte sept, ce que vous multipliez par le (nombre) réservé, 

t. 7, à savoir cinquante-ci ncj. résultat sera 385, et telle est la réponse. 

1%. I i. £| ^ Y*on dit : additionnez depuis l'unité jusqu'à dix suivant Tordre 



['] Le texte ajouts c tfvJemeiitt • C9 qui est fiiiui. Car, pRr «xemple, ias8+4« 
rl 8ctt «Urâilile en ^ et 4 wnt cgna. 

[**] On trouveici sur la marge du manusrrit une glose dont voici la tr:nliit lion : 
Quant i l'addition suivant l'ofdre des nombres élevés «u carré, l'opvration consiste 
1^ «ddidimner les nombres snivanl lenr ordre d'après ce qutpcéoMe, et k ntAipIter le 
résultat par deux tiers du dernier (nombre), angncntés coostaniflMOtd^iiDticis. Le 
r('siil(:it srr.i la réponse. Comim' '^i vmn .wrt) qtiativ nombres rnrfr^ k partir de 
l'unite, alors multipliez lo par 3, ce qui est deux tiers du quatre augnienté& de ~. Et 
(pour) ks cubes (ropêratioa oonsisie) k addUiooner les (jMtmbrcs simples) suîvattt 
Tordre de la m^me mroîàre, et & élever le résultat au carré. Ce sers la répooie» 
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des cubes, ce qui signifie que vous multipliez chacun des dix nom- 
bres par lui*inéin^ que vous multipliez le résultat par son côté, et que 
TOUS additionnes le» r^ultats ; alors la méthode pour cela consiste à 
additionner depuis un jusqu'à dis suivant Tordre des nombres, d'après 

la méthode qui précède. Ln sommn sera cinqtianle-cinq. Ensuite 
vous élevez au carré ces cmquante-cinq en les multipliant par eux» 
mêmes. Le résultat sera So^S, ce qui est Ih réponse. 

La yua^ème espèce (de Taddition) [*J est Taddition suivant 
l'ordre des nombres impairs ; cela signifie que vous additionnes kw 
impaire tels qu'ils se suivent dans l'ordre naturel. La méiliofle pour 
cela consiste à ajouter au dernier nombre, qui est le plus grand des 
(nombres), coastamtnent une unité, à prendre la moitié de la somme, 
et à l'élever au carré en la multipliant par ellennéme. Alors ce qui 
résulte est la réponse. 

Par i vt iiiple, si l'on dit : additionnez depuis riinité jusqu'à neuf, 
suivatit l'ordre des imp lirs, c'est-à-dire l'unité, le trois, le cinq, le 
sept, et le neuf; alors la nu lho<!e potirrel;i codsisîR à ajouter au der- 
nier uoiiibrc une unité, à prendre un quart de la somme, et à le multi- 
plier par la somme; ou à prendre le nombre des ordres des impairs 



[*] Oo trouve ici sur U marge du maouicrit une glose dont voici la Iratluction : 
Quant à l'addition tuivanl l'ordre des impairs, ropéradon comble à i^uter «u der- 
nier (nombre) consUmmenl un, rt ;"i <'Ii'V( r nu carre In iiioiiit' du rébult4C. Ce sera la 
réponse. Comme (si vous avec) quatre nombres à partir de Tuaitc, le résultat sera iti. 
El (potir tronwr ta somme des impairs) suivant leur ordie en les élevant au carré, 
(r<>|>rralion consiste) à multiplier les deux nonibiTS (|ni Viennent après le dernier 
(noiiiLri'l dans l'ordre naturel, et & multiplier le résultat par un sixième du dernier 
(nombre;. Comme (sil'oQ additionuc) depuis i jusqu'à 7 en élevant au carré, le 
rëftiillat est 84* ^ (pour «ddifionner te* impain) en les élevant an cube (U méthode 
rori'.i'itc'' h additionnfr suivant l'ordn» des impairs, à doubler le résultat, à rclrancWr 
du double un, et à multiplier le résultat par le (nombre qu'on avait) doublé*. £t 
si Ton dit : ad^lioanci quatre cases à partir de 1, raivant rordte des bopaks» alois 
élevés au carré le nombre des c iscs, c e sera la réponse* Tons appreOCs par là qwe la 
radoe (carrée) do résultat est le nombre des case*. 

• C'«M4-dira 

«i I a[i '|-3-t-5-4-7^«. >-4-(sii —1])— I S-^?-»** . .-4- 

Toma IX (si* sMa). — Ocnm (Mf . 45 
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i|ue vous avez, et à inulliplier ce iiuiiihi e par liii-inéuie. Donc, si vous 
voiilcs, ajoures au n«uf une nnîté ; ce sera dix. Preoex-en la moUiéf 
qui est cinq, ei multiplies cela par lui>niéme. Ce sera viD§t-dDii) et - 

tellP Ohl I;i réponse. 

I-. -S r». lit si l'on lia : ailditioniiez depuis rmiité jusqu'à neuf, sniv^int 
l'ardre des impairs, «ii Ws élevanl un carré, ce qui signifie que { chacun 
de ces impairs doit être multiplié par lui-niéiiae; alors la méthode pour 
cela consiste à former le rectangle des deux nombres qui avoisinent le 
p)ii& graiiid Hos impairs par après, donc à en multiplier l'un par l'autre. 
Ënsuito rrinhiplicz ce qui r'->ii)i<', par un sssième du plus grand im- 
pair. Le résultai sera la réponse. 

Par exemple, tii l'on dit : additioiinea depuis l'unité jusqu'à œuf 
suivant Tordre des impairs, en les élevant au carré ; alors nulfipli» 
les deux nombres qui avoisinent le neuf par après, k savoir le dix et le 
onze, l'un par l'autre; ce sera cout dix. linsuite tiuiUipliez ce cent dix 
par Mil sixifTue dit neuf, à snvo.r par uu et deoiU 11 résultera cent 
SutxuiiU— cinq, ce qui est la réponse. 

P. S, r*. Et si l'on dit : additionnez depuis uo jusqu'à neuf suivant Tordre de» 
impairs, en les devant an cube, alors faites la somme suivant Tordre 
des impairs, saris les élever au cube, ainsi (|uHI précède» Ce sera vingt* 
cinq. Réscr\oz cela. Ensuite (loublez-le, ce sera cinquante. Retran- 
cUez une unité du cinquante; il rest^ quarante-uent. Multipliez cela 
par le (nombre) réservé, qui est vingt-cinq. Il résulte I2a5, ce qui est 
la réponse. 

I X, r», Et si ToD dit : additionnez jiUsqu*à la dixième case suivant l'ordre 

des impairs, en soiis-cntrndant que dans la première case soit riinité, 
dans la seconde trni«, et ainsi de suite suivant l'ordre des nombre» 
impairs jusqu'à la dixième case ; alors la méthode pour cela consiste à 
multiplier Itr nombre des cases par lui-même. Ce qtii en résulte sera la 
réponse. Dans le cas actuel cela est cent. 

Vous apprenez par là q^ie, si vous avez un nombre», et que vous dé- 
sirez savoir combien il contient d'impairs séparément, vous devez en 
prendre la racine. Ce qui résulte est ie nombre dcS' impair» contenus 
dans le (nombre proposé], si le commencement des ( nombres impairs) 
est un. 

Section. Si Ton vous. dit : (étant proposé)!* nombre cent, (com» 
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bien) y cst-U contenu de nombres impairs se succédant suivant l'ordre 
ta commençint par l'unité? alor» la méthode pour cela consuteà 
prendre la racine du nombre, à savoir de cent, qui est dix ; et ce 

nombre (indique) coinbiin il y a diitis cent de nombres tnplkirs ftUi* 
vaut l'ordre eu commençant par l'uuité. Ce sont 

1.3.5.7^.1 i.i3. 15.17. 19, 

ei ce sont dix impairs, (dix) élant le nombre de la racine du cent qui 
est leur somme. 

La dn^mhM espèce (de radditîon) [*] est Taddilion suivant l'ordre 
des (nombres} pairs» ce qui signifie qn' \ om additionnez les paire 
tels qu'ifs se stiivent dans l'ordre naturel, à savoir deux, qiintre, six, 
huit, dix, et ainsi de suite jusqu'à l'inlliii. ï<a méiliode pour ct'Ia con- 
siste à ajouter au (nombre) pair jusqu'auquel (la suite) s'i'lend [deux], 
et il multiplier un quart du (nombi-e) jusqu'auquel (la suite) s'éiend, 
par le (nombre) jusqu'auquel (la suite) s*étend augmenté de deux. 
Ce qui résulte e»t la réponse. 



[*] On trouve iri sur la m;irg«; du maDuw-rit nnr -^'lose dont voici la Iraductioi) : 
Et (pour additiunniT les nombres) pairs suivant l'ordre naturvi, (la taélbode con- 
liile) à «jouter mi dernier (nombre) s, et i maliiplier Ih moitié du rcsuliat p«r la 
nioiiii- (lu tni-tnc dernier (nombre). Coninu> (si l'uri veut a«l<liiionnerj depuis a 
jusqu'à 8, ce dont le résultat «at sn. £t (pour «ddittonoer les nombres) pairs, en les 
éterant au ctrré, (In mctbodt coDiîsIe) k les additionner mivant Tordre, à ajonfer en* 
suite aux deax lieri dU-deraier (oombre ) ronstammcnt doux tiers de l'unité, et à mnl* 
tiplicr le résultat par rf r^n'i provenait de raddition 'tics n(»mhrc-s pairs simples); ou h 
funuer le rectangle drs lU-ux uoinbnes qui viennent suivant l'unbc après la dernier 
^ (nombre pair) et à multiplier le rcsidiai par un sixième du dernier (nombre), tt « 
l'on dit : (le nombre) cent dix, combien contient-il de nonil)i( !> [).Mrs7 ;iloi> ■junii /.- v 
constamment on quart de ruoilc, et rttraochet de k racine du résultat constamment 
h moitié d'une onité) le double* du reste fera la répoose. 

' Les mou* doahladu • Hntde tmpj HfkutdtMi lanileMnlai^lMiUaa. Coiv pai«<{«a 

1 -^^-iri-^- . .+ai» as 11(11+ 1), 

•I l'on pesa 

■(«+ 1 Jas«, 

«n aura 

45.. 
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Par eiemple, si Ton vous dit : wldittoniies depuis deiiz jaiqu^à dix 
suivant l'ordre des pairs, alors ajouli» deux au (nombre) jusqu au- 

F. *, qiiel (la suile) s'étend» à savoir au dix : ce sera douze. | l*renez-en la 
moitié, à savoir six, et niiilli|)lif7.-la jiar l;i moitié du dis, à savoir par 
cinq. Il résultera U'etitt', ce qui est la répoii-^c. 

Et SI l'on dit : iiclditiuiiiiez depuis deux jusqu'à dix suivant Tordre 
des (nombres) pairs, en les élevant au carré, alors la méthode pour 
cela consiste en deux manier». 

La première (manière est) que vous additionnez les (nombres) pairs 
suivant l'ordre, qu'il préi ode. Ce sera trente. Réserve/, cela. En- 
stiUe prenez deux tiers du (nonil)re) jusqu'auquel (la &uitc) s'étend, 
ce qui est six et deux tiers. Ajoutez-y coiistammeut deux tiers de Tutiité. 
Ensuite multiplies la somme, à savmr sept et un tiers, parle (nombre) 
réservé. I^e résnl' i sera deux cent vingt, et telle est la réponse. 

Etsi l'on vous dit : nous avons !e (nombre) cent dix; combien y 
est-il contenu dt^ nombres pair- ' nl-irs !a méthode pour cel.i consiste à 
ajouter au nombre donné coustaïuuieut un quart de Tunité, a prendre 
la racine de la tomme, et à en retrancber coostammenl la moitié d'une 
unité; le double [*] de ce qui reste sera le nombre des (nombres) 
pairs. Donc ajoutes au cent dix un quart de l'unité, ce sera cent dix 
et un quart. Prenez-en la racine, à savoir dix et demi. Reiranchez-en 
un demi. Il reste dix. J.e dotd)|p dp cet» sera vingt, et tel est le nombre 
des (nombres) pairs conteiuis dans cent dix [**]. 

La seconde manière (de sommer les carrés des nombres pairs sui- 
vant l'ordre consiste) k former le rectangle d^ deux nombres qui 
avoisinent le dix par après, à savoir du onze et du douze. Doue mul- 
tipliez-en l'un par l'atitre, et réservez le résultat. C'est cent trente 
deux. Ensuite prenez un sixième du (nombre) jusqu'auquel (la suite) 



[*] Li-s mois « le double tie » sont âc trop; il faut dire: ce qai Ktte tsrs le 
nombre des nuiubres pairs contenus dans le nombre proposé. 

["] On « 

ce qni sont dix et mn vtefr mmbres pain, le viens i^jà d'iniliqver la souroe «le celle 
«rrenr du teste arabe. 
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s'éiciid, à savoir dn dix. Vous trouvez que c'est un et deux tien. MuK 
Hplies cela par le (nombre) réservé, à savoir par le cent trente^eox. 
Le rénittat sera deux cent vingt, ce qui est la réponse, comme précé- 
dent ment. 

Et si l'on dit: [*j additionnez depuis doiT jusqu'à dix suivant ^y'^^' ^' 
l'ordre des pairs eu les élevant au cube, alors la uiétiiode pour c^la 
consiste à additionner les nombres pairs suivant l'ordre, ainsi qu'il 
précède, et à réserver le résultat, à savoir trente. Ensuite donbles-le. 
Cv SI ra soixante. MuUiplies cela par le (nombre) réservé^ li savoir par 
trente. Le résultat sera mille huit cent, et tcHe est Ja réponse. H, v». 

Et si l'on dit : additionnez ce qui ebt contenu dans dix cases suivant *^ 
Tordre des nombres pairs, ce qui signifie que dans la première case se 
trouve deux, dans la seconde quatre, «t ainsi de suit<', suivant l'ordre 
des nombres pairs, jusqu'à la dixième case ; alors la uiélliode pour cela 
cot)siste ii multiplier le nombre des cases, à savoir dix, par lui-même 
augmente d'une unité. Ce sera cent dix; et telle est l:i réponse. 

Ceci (est l'opération ) si le commencement des nombres pairs est le 
deux. Mais si le commencement est un nombre pair différent du deux, 
alors foilea^n Taddilion en supposant (d'abord) que le commence* 



[*] On trouve ici sur la marge du manuscrit une glose dent voici la traductioD: 
Ii*wUttiaa tnivaDt ToidM dcs(DOinbn»} pairs «o les ^vant an culie comiiie à 

additionner les (nombrrs) pairs suivant r<irdrc, h tloulili r h- K-sntt.if, et ,'i multiplier le 
tfèliiltat par ]« (nombre qu'on avait) doublé. Et si l'on dit : additionnez ce qui se trouve 
«Uns to caies «nivailt Tordra des (nombres) pairs Ik partir de a, alors l'opcrarioD COD> 
flilte à multiplier le nombre des cases par Ini-mèmO augmenté de l'unité. Ije résultai 
sera la réponse. Ceci a lieu si (la suite) commence par a Sinon, faites lasum!nf> 'Dirune 
d'babilude) en supposant que le conuDcnceme&t soit a, et n-servex i« rwiuluit; rciran- 
cbcMo la aomflM de ce qui lo troave «aire le deux et le noodwe donné comme pn- 
mier. T e rrsre îcrrt !a réponse. F.t si clans ces trois division8'(de l'addition)* le 
commencement ne se fait pas par l'unité, alors additionnez (d'abord) depuis l'uoité 
jusqu'au (nombre) jusqu'auquel (la toile) s'étend, et ensuite depds l'unité jusqn'an 
(nombre) qui précède le (nombre donné comme) roinmcncement (de la suite], et 
retranches le plus petit du plus grand. Dans l'addition des(oomlires) pair» le deux 
Ucnt la place que tient l'unité dans l'addition des autres. 

* Les trois dirUions dont il i'tgit ton! i It toinintlion des nombrei aatanil«, éet nombres impain 
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ment soit deux« et réservez ce qui en résiilto. Ensuite additionim w 

qtii rst compris enfro le deux et le nouibio donné coinine premier. 
Kelr;in(.-lu'z cela du nombiv réserve, (k-tjni rcslf est l;i n''pon«(v 

Sachez aussi que, &i le commencement est fait à partir d'un nombre 
F. <), r». difilércnt de l'unité dam une autre de ces | trois diviaioHDs [*]• vous 
additiofinfres (d'abord) depuis runité juiiqu'au (nombre) jusqu'au- 
quel (laavîte) s'étend, vous additionnerez ensuite depuis l'unité jus- 
qu'aii nombre qui précède celui qui est le commencement (donné), et 
vous retrancherez le pins p^'tit du plus gr.'\nd. l^e deux tieul, dans 
l'addiiion des nombres pairs, la place que l'unité tient dans Taddition 
des autres (mynbres). Compreoes cela. 

TROISIÈME CBAPHEE. 

Ij» soustraction est Taction de retrancher le plus petit du plus grand 
de deux nombres, etc. 

. . . Et si rcfi dît : on ajoute k une qurmtité son tiers et un dirliem, 
de la somme ou retranche ensuite son tiers, et il reste un dirhem; 
conibim est la quantité [**]? Alors la réponse est que la quantité est 
trois huitièmes d'un dirhem. La méthode pour cela oonsiale 4 prendre 
un dénominaiiMir qui ait un tiers* et dont le tiers ait lui-même un tiers, 
p. t». Tel e.st neul. Vous v ajotiter» / donc | son tiers et un dirhem, ce tpti 
fait trois parties et un dirhem, et ce sera douze [jarlu-s el un duhem. 
De cela vous retrancherez son tiers, ce qui ebl quatre parties et un 
tiers d'un dirhem. Il reste huit partie» et deux tiers d'un dirhem, et 



[*] Ce» trois divisions sont l'addition des nombres pairs, que l'auteur vient de traxcr, 
et PtdditioD des aombircs niiureb et des iMnlifies inpotecxpoMt jtrècédemmeiit. 
[**] L'équatioD pi^oposéc «st 

La Olélbode de l'auteur consiste à poser 



ou 



ou 
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cela csl égal au dirhem restant que nous avions donné. Vous poserez 
dqoc 1«« hiiit parties, t'est-A-dire parties d*un dirhem, et vous les 
réserveres. Ensuite vous retrancfaerex les deux tiers d'un diriiem du 
dirhem. Il reste ni) tiers d'un dirhem. Yous mulHpIierrx cela pdr le 

drnoiiiin;Ucnr, Icqtipl est neuf. Ce sera trois. Vous diviserez cela par la 
partie, à savoir par iniit. Il résiillera trois huKiëmeS d'un dirlièni} ce 
qui est la quantité (cherchée) [*]. 

ee qui lai donne 

gjrf^t r^=*' 

, ,^ , 9J"-f-3r-f-i 
+ — j = 1, 

la/H-i ^ — = 1, 

I 

doao 

** « » 9 • ' 

93 3 

donc 

3 

[*] On troave ici sur la marge du maniuwrit une glose dont voici la traduction : 
Qoant au mois dn (texte) : « trou» hiiîlièines d'un djrbetn, etc., » la preuve de ctli 
(consiste en ce) que vous ajoutez au trois son tier^, ce qai bk quatre huidcmes. A ceci 
TOUS ajoulcji ensuite huit, en remplacement du dirbcm : ce sera (touze huidi^mcs. Après 
cela vous en retranchez ton tiers, ce qui est quatre huitièmes. Il reste huit (builicoies), 
ceqoi «st i'éqainlait dtt diriieni, de lorte qu^l n'est rien nsté (de trop). Bi^ li vom 
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Et si l'on dit: on ajdtite â une quantité son cinquième et un dirbeui, 
on retranche ensuite de lâ somme sdn tiers et son quart et il reste 
deitt dii'hems, eotttbien est la qtfMtltéf**]? Alors la réponse est qne 



■Malé^ iMtcetle dvhMi épà i ▼nigl>qwti«,ias uellipliiiil troiiiMtlnnt. Trait huttiAonn 

de cela sont neuf. Ajoutez-y »on tien, ce qui est trois. Il résulte douve buitièiMt. Eo' 
suite ajoutez à ceci le dirfacnij sous la forme de viogt-tjuatre. La somme sera tn-nte-six. 
Ri'lranchez-cn son tiers, c'e st à dire doaie. Il Mile vingt-quatre, ce qui est l'cquiva- 
lent du dtriiem. Et si un retranche cela» il ne reste rfen. lin de PdiaervaiïoB du (sa- 
vant ci-dessus) mentionné*. 

' A la fm d'one dw gluM prMdmlw, m %n*m manltonné lo non do Hofala AlnshaJII ; je cron 
«woB ■MhtAtaatatK «tUem^ ao fle«atii B«R Hahneaad âlaadHM la chMIila, qnt mi 
l'niteurdn tecond des trois Traitai eMUaeet dam le Biaeiucrlt d'oA ait tffélewwaaae ht HaJwU. 

( l'uit ei-deuus p. 'ijo, I. <j vl lO ) 

[*] L« telle lecmiicrit ajoute Jci eupte • «t deiut dirbem»} on retrancbe enseite 
de laMOUM «on tic» et eom quart; • maiala mite |tniaTe que c*cM âne awpine du 

copisfc. 

[**] L'équalioD proposée est 

+ i 3 j = 

X4I méthode de l'atiieur corniste i poser 

ce qui lui doane 

6o.r + -^ + . 5 ^ «a. 

Oll 

60/ «Hia/ + 1 i — |-s — ^' s ». 

ou 

?ar 1 — ^4* + 5 4- ^) = a, 

«ni. , 

3o7 = a-(^-»-g)«»-*-î-l-^:- ' 
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la quantité est troM-diiiieiiis.et un sixième, méthode pour cela con- 
siste à prendre iin dénominateur qni ait nn lim et un quart et un cîn-> 
quième. Tel esl soixante. VotlS y ajouterez son cinquièmo et un dir- 
hem. 1! viendra soixanfc-douze parties et un dirham. Vous retrancherez 
de cela son hers et sou quart, à savoir quarniite-deux parties et un 
tiers et un quart d'uu dirheui. Il reste trente parties et un quart et un 
sixième d'un dirhem. Cela est égal à deux diriienis. 

Donc yoos poserez les trente parties comme In partie réservée. En- 
suite votis retrancherez le quart et le sixième des deux dirhems, parce 
(pte cc\.\ ( tait ajouté aux parties. Il reste un dirhem et nn tiers et un 
quart. Vous multiplierez cela par le dénominateur qui est soixante. Ce 
sera quatre-vingt-quinze. Divises cela par la partie, à savoir par trente. 
Il résulte trois diÂems et un sixième d'un dirhem {*], ce qui est la 
quantité (d»erdiée). 

Ici nous nous arrêtons, et ce (qui précède) peut suffire à celui qui 



jr =s 



B5" 



donc 



nu 



3o j 

"eôT 



[*] On Irouv*» ici *tir la margfdti manu&cril une {«lo^e iloni \oifî la Iraduclion : 

<jaant aux mots du (texte) : « troi» diriieiiia «t ua sixicine, etc. • U preuve de cela 
(coDiiate en ee) que vous convertiMei cela en des slxiéoiet. Ce seront dix-neurtixiéme*. 
Ajoiitn.7 son cinquième, à savoir trois et quatre cinquièmes. Ensuite ajoutez à cela le 
dirhem, cV'st à-<!ire six. Il rf'»iilierM vinrjt-liuit et quatre cinquièmes. Conv t rii^Mjt U- 
luut en (les cinquièmes, il resuite cent quarante-quatre. Retniuchez-en le quart, ce 
f|ui «si tnaite^j et le lien, ce 4|ttî est quaraDte-lniit. La soniiDe ée cela fst timtn- 
Tana IX (a* tHU). - Hmnnat iW<. 4^ 
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le médite. Dieu, qu'il soit loué et exulté, connatt mietii la vérité. Lui 
est le lien où tout revient et où tout retourne. LMange i DieUt Maître 
de rUnivers. Il noossaffit, c'est le meilleur d«s protecteurs. Fin. 



vingt-quatre. Ajoutez-y d«ux dirbcms, c'mt-ft-dire.ioiiaBleMI li-Milte comme suiuiuc 
cent (juaranlf-qualrc. Doiu 'von* avvt h leirani'licr itne quauritc) d'(uuc quanlite) 
«gale, (cl} il ac nMe rkn, iin de 1 observaiioii du ^&avant ci-de$sui) iacniionnti. Puisse 
Dicii pardonner i nom et k 1ni« Ananl 

* ta {MMBliM CMMrtioii diutm la dénoniiialMr aik, la tMonda lo MHraiiiiataur daq, donc «iw 
■qntitii leUaMBioalfliir Irento} fiar oopiéifHMit dau dirhaiM) c'«i(«k.'dirE dm unitct, «'^fouint 
MM la Item» dr «fsaatt 



1* h 4 
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Manuscrit coté ^ du Supplément arabe de ta Bibliothèque 

impéricde de Paris, 

VovCT la description de co manoscril ci-dessas, p. 3,1o I. î à i ; I.o? pn?^;ii:i':> traduits n- 
iiprcs a[>|)articiinent au Traité d'arilbmélwiue pralique d'AlkuU^àdl, intituity : < 1^ soulève' 
rnrnt du vêlement de la science du nictil. • ToycB c*KlC9Mtt, p. 35o; 1. 1 1 à t4.-^ Les v/mén» 
flof. Ii'iiillcis marqués en marge des pages 363 ù 3C8 do la prfei^nlc tradnet{oA«efiR|IIlorleal 
il la numération écrite au crayon sur lc& feuillet» du nunusrril. 



Au nom de Dieu clément el uiiséricordieuk ! (^iie ia bt- nétlictiuii e( le ) ■ l A «•>. 
salut de Oi«u soient sur noire Seigneur Mohammed et ses compagnons. 

Le chalkh, le pliilosophe exact, l'excellent, le docICt rarithmétiden, 
le »:ivant connaisseur des opérations du partage des successions, ceini 
qui réunit ies qualités les plus divi rses, le pénétrant, le précis, l'énti- 
nent, le célchre AlioiVI liaçan Ali l'en Mohatrimrd Ikni Mohainnuil 
Ben Ali (appelé^ d'après son pays Alkalaçàdi, puisse Dieu lui être la- 
vorable et nous faire profiter de »i mériles, amen, ilil : 

r^uange à Dieu qui est rapide dans son calcul, qui dirl'ge les cœurs, 
qui est la cause des causes, le créateur des hommes, qui les a fait en- 
trer il,uis le champ de l'existence eu onnséquencc de volotité, et qui 
lf»s n coiuhuls par son prophète sur le clirniin le plus parfait, dont la 
Inuiié et la générosité entourent tout ce qui existe, dont i'arrét pré- 
délermioé et la justice s'exercent à Tégard de toutes ses créatures, qu'il 
a formées dans des états successifii, et soumises à la nécessité de la des* 
tructioa et de la mort, et du retour pour l'examen des secrets et des 
circonstances. 

Grâces à Uieu pour les bieiilaits iiotubi eux dont il nous a gratifiés, et 
paiiiculiérement pour ce qu'il nous a placés dans la plus noble espèce 
des hommes, distinguée par rexcelleoce de la langue et de l'éloquence. 

Que la bénédiction et le salut (de Dieu) soient sur le seigneur des 
deux mondes, i'(apûtre) envoyé aux. hommes et aux géuifs, le posses- 
seur de la b.uiniére et «lu nectar, celui eu qui nous jilaçons notre cs- 
|>oir au jour de ia résurrection. ^Que ce soit une) bépédiction qui se 
continue éternellement, tant que luira. et brillera l'aurore. 

Pour en venir au &it. Après que j'eus composé (l'ouvrage intilulé) : 

46.. 
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« Le moyen de fortifier ia vue dans ia science du calcul, • cl qu'il ne 
ni*èbiit pas venu à l'esprit, pendant que j en -étaif occupé, que Tien 
dans cet ouvrage pût offrir de la difBciil^ au lecteur, (je m'aperçus) 
qu'il contenait des règles et des fondements des .opérations exigées par 
l'art de la composition, et auxquels jt* fus amené par ia nécessite^ de la 
rédaction, mais qui arrêtèrent, dans fétiide diidit ouvrage, les coiu- 
F. 114, mençants pour lesquels il avait été composé. Cep<?ndant je ne pou» 
vais plus changer l'ouvrage, parce qu'il s'était déjà répandu parinMcs 
homuieSf etc. 

... TROISIÈME SECTION. 

OB l'aDdITIOS «UlVAltV U BArPOlT. 

Quant à l'addition «uivant- le rapport naturel des aoulbreki, l^opér»- 

tion pour cela consiste à ajouter une unllé au (nombre) jusqu'auquel 
(la suite) s'étend, et à multiplier la somme par la moitié du (nombre) 
jnsqu'auqiiel (ia suite) s'étend. 

Par exemple, si l'on vous dit : additionnez depuis uu jusqa a dix; 
F. 169, T». alors ajoutes au dix un, ce sera-onse. | Multtpliea cela par le cinq qui 
eal la moitié du (nomlMPe) jusqo'auqnel (la suite) s^élend. Il rémite 
oinquantc-cinq» ce qui est (le nombre) cherché. 

L'('K'"vatioii .'H! < ;u ié de cetio rm^-ce (seiait^ pnr la inii!ti|)licf»fion de 
deux tiers du (iioiiibie; juMpiauquel (la suite) & éteiul, plus uu tiers de 
l'unité, par le r^ultat de l'addition (des nombres simples). 

Par esenple, si l'on vomdit radcktionnez di puis le carré de l'unilé 
jusqu'au cairé de dix, alors prenes deux tiers du dix |ilus un tiers de 
l'unité. Il en résulte comme somme sept. Multipliez cela par le cin- 
quante-cinq. 11 résulte trois cent qualre>vtngt>ciuq, ce qui est le(nombn!) 
cberchék • 
F. iSg, L'élévation an cube de celte espèce (se fait } de liouveau par l'éléun- 
S- lion gin cané de la somme, c'csl-^^lire du eiiiquanle^inq dans notre 
exemple. Ce qui l'ésulte ( si l'on additionne) depuis le onbe de l'tinité 
F. 160, jusqu'au cube de dix scrii donc trois millr vingt cinq. 
•Je- Quant à i'addilîaii suivant l'ordre des nonilire> |Kiirs, l'opération 

pour cela consiste à ajouter tWu* au (nombre) jusqu'auqtiel i^ïn suite) 
s'étend, elà multiplier ta moitié de cela par la moitié du (nombre) jus- 
qu'auquel (la<8iMtc>D s'étend. 
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Par exemple, si i oo vous (iU : adiitiionue^ depuis deux jusqu'à douze 
aawwit rofÂwdn ooinbm pairs, alore ajoutes au (iMMobro) jusqu'au» 
quel ({a suite) •*-éte0d dem* Ce tara qualone, oe dont la moitié est 
sept. Muitiplitt otla par k moitié da (nombre) ju«qtt*auquel (la suite) 
s'étend . Vouft aufte pour résultat qmraolMieax, ee qui eBt(le uomlire) 

cherché. • 

L'élévatiod au carré de cette «ipece (su fait) par ia uitdtipiicatiou 
de' deux tiers du (nombre) jusqu'auquel (la suite} s*éteod, pins deux 
tiers de l'unité, par le résultat de l'addition (des nombres pairs simples). 

Par exemple, si Pou vous dit : additionuez depuis le carré de deux 
jusqu'au carré de douze; alors prenez deux tiers dtt (nombre] jusqu'au- 
quel (la stiite) s'étend, et deux tiers de l'uuité. Ce sera huit et deux 
tiers. MultipliefrceU par li somme, laquelle est quarante-deux. Vons 
•nrea pour résultat le (nombre) cherché, qui est trois*coat soixante- 
quatre. 

1 '('hn tïioii cuhr de Cette espèce (>e fait) par la mullipUcalion de r. ii^.t*, 
la somme (des tiouibres pairs simples j par son double. ^^-li- 

Par exemple, si l'on vous dit ; addihonuez depuis le cube de deux 
jusqu'au eubededouaei alors.multiplieE laeonuuei à savoir quamots- 
deus, par son double, 4 savoir par quatre-vingt^ioatre. rVous .aurez 
pour résultat trois luilie cinq cent vingt-huit. i ,r„,, ,e, 

Quant à Taddiliou suivant l'ordre dfs nombres impairs, I opj" ration ''!!•'**• 
pour cela consiste à ajouter au (nombre) jusqii auquel (la suite) s'é- 
tend uneunilé, et à élever «u carré la nmitié de la.somm^ 

Par eueiuple, si Ion vous- dit: additionnes depuis l'uniié jttsqu'À 
neuf, alors ajouteeeu neuf une unité, ce sera dix. Élevez au carré ta 
moitié de eeh, ce serf» vingt-cinq, et t(*I est le (nombre] cherché. 

I L'élév.itiou au c.irre de cette espèce (se lail) p.ir la uiuiiiplicn- r. i;o, r«. 
tion d'un sixième du (uombi-e) jusqu'auquel (la suite) s'éteud, par le 
i«etangie compris sous les deux nombres qtri le suivent immédiatement. 

Par exemple, si Von vous dit : additioiiuex depuia le carré dé TuDilé 
jusqu'au carré de neuf, alors multiplie/, un sixième du neuf, ce qui est 
un et demi, par le réstilfni de I;i forinaliuu du rectangle comp'is sons 
le dix et le onze, ce qui est cent dix. Vous aurez pour résultat cent 
soixante^nq, ce qni est le (nombre) cherché. 

L'élévation au cube de cette espèce (se &it) par la mttliiplioaiîon de r. 170, r*, 
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la somme (des nombrM impaim nmples) par soii <k>uble moUwiiii. 

Par exemple, ci VtM-wm <lit : additioiiqeB- dapuiark cube «le l'unité- 
jusqu'au cube de nenfi alors'maltiplîea la «oMuirj'à aa«vii^vitigtf<îiH|^ 

par son double moins un, k savoir quarante-neuf. Vous aurez pour 
n'siiltnf 1p (nombre) cherche, lequel est niilîf (Umix cent vingt-cinq. 

K. r", Averiisseiueut. Si l'on vous dit : additiotiiici!^ depuis ie cube de l'unité 
jif^u'au cube d'un noitibrc ["]; et le lésoltat étant lanl» conblen eat 
le ( nombre) jusqn'auqud (U auile) a*éteiKl? Alon» l'opéniloo pour 
cela consisie à multiplier le résultat par lo premier des cubes, à savoir 
Imil, à ;)joiitf»r .-ni profluit de la mulliplication iim- iinilé, à prendre la 
racint' de la somme, à ajouter ensuite ii la racttie de nouveau uno 
unité, à prendre la racine fie la (somme), et à retrancher de ce qui e&t 
(la racine) CuDité. Vous aurra pour reste le(njonib«e) incemMi Jus- 
qu*auquel ( la suite) s'étend [**]. -• ; 

Par exemple, si l'on vous dît : additiormez depuis le cube de l'unité 
jtisf]ir'an cii]}c d'nn nombre inroiinn, H le résidtat sera quatre cent 
quatre-vingt-seize. Alors iniilliplu z ce résultat par huit, et ajoutez an 
produit une unité. La somme sera trois mille neuf cent soixante-neuf. 
Prenes-eu la racine. Ce sera soiiante-lroia^ Ajoutea*y une uniié< Ce pim 
soixante-quatre. Prenes-«n la racine, à «avoir buit. De ceci reirancbev 
une nTuf('>. Vous mire?, pour reste sept, ce qui est le (nombre) iocotimi 

¥.t-o.r*, jiisquaiiqiu'l ; la suite) s'étend. 
i>e**9- Quant à l'addttion à la manière des ca&es<le l'échiquier, il faut né^ 
cessairemeut que deux conditions aient lieu. L'une, c'est que le com* 
mencementsoit feit par l'unité; et la seconde, que le (rapport) suivant 
lequel (les nombres) se dépaseent mutodlement aoit double. Il suit de 



[*] Il faut remari|UL'r que l aïUcur sous-entend ici, mais sans le dire, qu'il W pfCQ<l 
dans cette atlrlitinn fitif l<»s cubes dfs nomlires tmparrs suivant l'ordre. 

{**] En cfTct, r.tutvur avait trouvé prccodeiiimcnt 

ei, si l'on |Mi«e le iecund membre de celle «loation égal à 4, on odticnl 

jr a: w'ST^T -H I — ». 



Dlgitlzed by Google 



FURE5 ET APPLIQUÉES. 3^7 

là que les nouibrés (qui se (rouvcnttlaui» C3seé hoiu tous) paireuient 

pain. 1 JJdbjet ^ue-rm^w propose est (daconnaUre) la quantité ^ui 1;». y'- 

seiitHiveradaiis Iftsoixaale^iatnèiiiecaM. t • 

. . . Vous aiirt'z pour rèniliftt deux cent quaire^iugl-qnatre, ce qui 

est It' plus i^r.uul (tli's ilf'tix nombrr»; nmialjlfsl. 

Ce nombre a eii tait de parUe> : une luoitk', ;in t^-i.ii t. nii soix.iiiif 
el oii^iumt , la moitié de cela, et la moitié de lu moitié de cela; et la 
•onoine ét cm inrlie» est | itnx œot vingt, oé qui est le nombre r. *7^, 
eiicédant. ' 

Celui<i a en fittt de |>arh>'s : une moitié^ un quart, un cinquième, 
un dixième, et la moitié dti (li>eièine; il a en outre, cti fnit de parties, 
un ouzième, et la moitié et le (juarf (âu onzième^, et ]iareilleinenl le 
cinquième du la même partie, et lu moitié de cela, à ^voir le dixième 
(Hu onsième)* et la moitié du dixième du (onxîème). La somme de 
ces parties est deus cent qiMtre>vingt-qua1ref ce qui est le nombre dê> 
ficient. 

Oeci est la tiu de ce que noiis nous sommes proposé d.ins cette com- 
position. Louange à Dieu, Maître de l'Univers. Que la bénédiction de 
Dieu et la plénitude de son salut soient sur uotrc Seigneur Mohammed, 
sur sa famille et ses compagnons. 

L'achèvement [*] de la copie de ce livre eut lieu dans la unit (h» 
mercredi, vingt-trois nuits ('tant })asstoj5 tlu mois de fcliawvvàl j i ** j, 
par la maiu de celui qui la écrit, l'esclave qui a besoiu de sou Maître 



(*j lancUs que l'ccriiinQ de 0B4]ui précèdo dans le inaDuscrit est fort n'guHàrc «t 

li»ili!f% pile (U'vii/iii ici lirtisriucmcnt irès-rn'^li^i'e < t (lifflciti à lifciiifTi er. I.a traduction 
des lignes suivauics, qui terminent cette page du manuscrit, est doue eu grande partie 
ooajeciunk. 

["] Le texte imnuMril • ki seulcmest un Mm, lettre finale dn nom du moîa de 
cbaWwAl. CoDinic les Arabes rcoi|ilacent quelquefois un mot par sa leUre finale, par 
manière d'abréviation, etcomiuc le moi» de chaw wàl est le seul dont le nom se lermioe 
j«r un ////«, je conjocttire que c'esl ce moi» que le copiste a voulu indiquer. Ce qui tne 
semble coniii luir c< tte conjecture, c'est qu'on lit, à l'endroit indiqué dans la demièiv 
noie < i-.i|/u">, l:i ilate de l'annét; i?.^'^ fdn rfu'j.'it f»*, rt que le joîT dti mois de 
cliawwàl de l anuie 1 143 de l'Ucjjirc, qui correspond au 2 mai 1 ^3i de l'ère ehi-clienne, 
est préciiénient an nercrvdii 
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le riche, l'esclave de Celui qui soit loué, le khâdjah (*] Chehr, le 
médecin; puisse Dieu lui pai-donner, ainsi qq'à ses père et mère 
Ixmange k Dien, Mattre de rUniven. Fin. 



[ * J K.hldjah Mi an tiim honorifique doonë jnr ipi QricDUnx «ux laenonncs riche* 
et respectables. 

[**] Dans le proiongemeot èê tutle ligne, un peU' Wr> ta marge du ■ 
lit k date • i t^i : 



l r,l»:,. '\r 



(, 



••• - ' . • . ; ■ ► 

'. » • • * > . 
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Mmuiscrii coté du Supplément arabe de la ilihliothèfjue 

inviolé de Paris, 

Voytt la dewriptioa de m mimuscnl ei-dcssus, p. 339, 1. i3 à i5. - Les passages trailuiU 
ci- ii rr s ;![ pnrlii nnont au second des deux commenUiws du J'aiAAut d'ibn Aitainnà, con- 
Uijus d.ms ce maiiuscril. Voyez ci-dessus, p. SJg, 1. lael i3. —iMVUXaAnêimfBmMB 
narqkiés en inar^a de« p. 369 1 377 d« la préNDte indnoltoB tt rapportent à h aaooode 
des deui oomérations du minuacrit. 



Au nom de Dieû dément et miséricordienx. Que la bénédiclioD de f-u 

Dieu soit sur iiolre Seigneur Mobamnif f^ ! 

Ceci est f l'ouvrage itifitulé) « Le rapprochement de celui qui est 
éloigné, sur Ibu All>aonà [* ^ ». 

louons Dieu d'une louange qui puisse être une expression complète 
et suffisante de 1» reconnaissance due pour l'abondance de ses bien* 
faits. Que la bém-dictioti et le salut de Dieu les plus pnrfaifs soient sur 
notre S( igiK lu Mf>lammed, le dernier et le plu» accompli des prophète» 
et If priiicc" (It'S apôtres. 

Pour eu venir au fciit. Je me suis rendu au désir des grands* des in* 
gc nieux, des nobles, des illustres, des perspicaces, des intelUgenta, 
relativement à la rédaction d'un abrégé de mon ouvrage qui a pour 
objet le Talkhiî, .rihn AllK.nnâ. Kt je me miIs ain-liqué à suivre la trace 
dp l'auteur cJ.uis cet objet, en lâchant d'alteiadre son but, et on réali- 
sant son inieution et la signification du jugement qu'il a émis en 
disant 

' le me suis appliqué ji être bref dans mon exposé, 



[•] Les mou n Ceci e«t » jusqu'à « IIîd Albanné • «mt d'une écritufe dilTérenledo 
celle du restf de la jwge, et élé ajoutes cvidcmuieiH que plus tard. Le mot « sur . 
«•«r pr objljii inenl mi* par erreur, au lieu de • de », ainsi qu'on le voit par le titre tel 
que le donne l'auteur du commt ntaire lui-même, ci-après, p. 3^o, I. 10 «I ïï. 

[" j Je rapiMîlle que ces vers sont à peu près les mêmes que «e«X qui se troufent 

cîléa «n comraeneemeot du eonmeotaire d'Alkalaçftdl, sao* cependaiit être tout à bit 

îdeotiques à ceux-ci. Voir ci-desius, p. 34o. 

Tpme IX (s* «érte). - li»Tuau iSCj. ^7 
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Parce que je sais trouver la juste mesure dans la concision. 

Je ne crains pas qu'on ni'entendo mal en prêtant k ce que Je dis des 
sens (liirérpnfs fie celui que j'ai vonlu exprimer, 

xVIais je crains le blùme des grands hommes. 

Or, la manière d*agir des savants distingués est la mienne, 

Et le devoir de la science [*] est d'instraireles petits [**]. 

Mais quelquefois j*ai laissé échapper le frein à causede t'avantage d'un 
Jcvcloppement ailditionnel, et afin de rendre plus complète l'utilité 
(de mou ouvrage"!. 

Je l'ai appelé « Le rapprochement de celui qui est éloigné des pro- 
blèmes d'Ibu Albannà. * 

J'Invoque le Seigneur en le priant d'en bisser profiter et moi, et 
vous, et tous ceux qui s'en occuperont, comme il nous h permis de 
profiter fie 'l'ouvrage qui sert de) base {k mon travail). Il est le hicn- 
faileiu", le généreux. Que sa bénédiction et son salut soient sur notre 
Seigneur Mohammed, sa famille et ses compagnons. 

L'auteur dit ; Le but [***] de cet ouvrage est de donner un exposé 
ftit ftvi'c vhn'i.)- fies opémtions du calcul, de rendre prompte et facile 
nntcUigcnce d<- ses règles et de ses théories^ et de présenter dans un 
ordre S(\>t' IV Itw bases cl le système de cet art, 

Comiuiiutauc. h Ixi but « est l'objet qu'on se propose. I>e(mot qui 

signifie) k e.\posé fait avec choix ■ est an infinité' dont le sens est : 

l'action d'extraire la moelle d'une chose. « I.ies opérations du calcnl », 

ce sont ses diverses applications, telles que l'addition, la multiplication, 

la division, l'abaissement [****], et les autres. « L'action de présenter 

Fin flans un oïdic sévère les bases », c'est j etc. 
dd f. I, r". 



[*J Une varLinlc placi'c sur la marine du manuscrit porte • de la chaiiiclk- 

[**] Ces vers paraissent ^-irc rcproduiu ici d'une niauièrc plus correcte que dans le 
oooiiiMiiltiM d'Alkali^Silt, La mèire ilaot kqoel «n vers tom coin|ioact s^pelle 

[***] Les passages imprimci eo iulique sont ta tradnclîon des pautges de Tonviige 
ooinincnlëi 

[***•] C«5t l'opératioD décrite dan 1* «eptième dutpitre de la densième partie de 

l'Arithmétique d'Alkalaçidl. Voir MU deU'detmbmta Piuu^Ua dè' IFmtft Uiuri^ 
aoDo XII (1859)1 P' ^74> 
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L'auteur dit : | Et ^élévation au carré [* J {se fait) par la multi" f- », 
pUea^on de deux tiers du (nomi^re) justju*auquel {la suite) ^éterut, 
augmentés if un tiers de tuni^, par la somme [**], 

« L'élcvatton au carré * signifie la multiplication d'un nombre par 
liii-méme. Cependant Tauteur s'est éloigoé de cette signification pri» 

initive dati.^ I.i seiue règle, soit pour abréger, soit pour plus de faci- 
lité à l'i-gard de ci liii qui exécute l'opcrution. En disant « la somme », 
l'anteui- se sert de l'article pour rappeler ce dont il a été fait mention 
précédeuiiuent ; comme cela a lieu aussi dans cette |>;iruie du Koran : 
« Et Pharaon n'obéjt point à l'envoyé. » Exemple de cette (régie). Si 
l'on vous dit : additionoca depuis le carré de l'uoîté jusqu'au carré de 
<lix, alors l'opération dans ce cas consiste à innitipiter deux tiers du 
dix plus im tirrs de ruiiité, ce <|ui est sept, par la snnime (dos 
nombres) depuis un jus(]u'a dix. ce qui est ('iriqiKiDle-cmq. Vous ati- 
re2 pour résultat tiois cent quatrc-viitgt-cinq, ce qui est lu quantité 
cherchée. 

L'auteur dit ; Et t^éuatiim au cube {se fait) par fétéfation au carré f- »» 
de la somme* « L'élévation au cube » signifie la multiplication d'un 
nombre par lui-même et du produit par sa racine; comme le huit et le 
vingt-sept relativement a!> deux et au trois 'article dans le mot « la 
somme » e&t de nouveau employé jxnir rappeler (ce qui précède). 
Donc ai l'on vous dit : additionnez depuis le ciitHs de l'unité jusqu'au 
cube de dix, alors élevea au carré la somoie, it savoir cinquante-cinq. 
Vous aures pour résultat trois mille vingt-cinq, ce qui est la quantité 
cherchée. 

L'auteur dit : Quant h î'cultflfîo/i <îfs noinhres impairs suivant F. s. 
l'orHrp, elle consiste à élever au carié La moitié du [nombre] jusqu'au- 
iluel [iu iulte) séletut joint à V unité. Ceci est la quatrième espèce de 
l'addition, et l'opération est claire d'après ce que Tauteur a dit. Par 
exemple, si l'on vous dit : additionnez depuis l'unité jusqu'à neuf, 
alors ajoutes un au neuf; ce sera dis. Élevés la moitié de cela, A savoir 



\*\ CcM'fc-dii* U toUBistioii-dw carrés éc» nambici mininels sniruit l'ordre. 
[•*] C'cst-i-<lire la Moimr des nmBbfei natareltaîiiiplet. 

47" 
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cinq, au carré. Vous aares poar résultat vingt-cinq, ce qni est la 
quantité dierchée. ' \ ■' 

L'auteur dit : Et rêlf'vation au carré {se fait) par ia multif^ieaiion 
d'un sixième tfu (nombre) fusqn auquel [la suite) s'^étcnd, par le reC' 
tangle compris sous les (hux nombres qui CoffoisinetU par après, Iji 
formation du rectangle » signifie la multipliénhm if un no<nbi« j>ar 
un autre. L'auteur a dit c par après » par 'pMiSautiony pour empêcher 
qu'on ne s'imagine (qne les deux nombres aOntceux) qui précèdent 
le 'iioiiibrel jusqu'aucuu-l (la suite) s'ctend. Exémple de cette (règle). 

F. 8, »». Si I on vous dit : addilioiiiu / Irs impairs dppttis le carré | de l'unilé 
jusqu'au carré de neuf, alors uudtipliez un sixième du neuf, ce qui 
est un et demi, par le rectangle compris sons'lës' deux nombres qui 
suivent le neuf, à savoir par cent dix. Vous aura pour rénihal cent 
soixante-cinq, ce qui est la quantité cherchée. 

r. «, t», I/aiifeiir dît : Ff Véh-vation au cube [se fait) par la multiplication 
de la somme par son double moins un. L'explication de cela (est con- 
tenue) dans notre exemple. Si l'on vous dit : aiMtlonnez depttia le 
cube de Tunîté jusqu'au cube de neuf, alors iPoiàs'saTes qne Ui somme 
(des impairs simples) est v;iji;N( iiu], et son dâuble'tnolm un, qua- 
rante-neuf. Multipliez cela ]iar le vingt-cinq, vous aurez pour résultat 

y. », mille deux cent vingt-cinq, ce qui est la quantité cherché»». 
Uj. S. L'auteur dit : Quant à l'addition des nombres pairs suivant l'ordre, 
eUe ctmshU à ajouter au {nomèn) jusquauqitel [la suite) Z'&mut, 
constamment deux, et à multiplier ht moitié 'Hé ta somMi pàtia mMtié 
du (nombre) jusquauqucl la suite s'étend. Ceci est la ctnqiiiènie espèce 
de l'addition, et la manière de faire l'opéralion est évidente, d'après 
ce que l'auteur a dit. Exeniplc de cette (règle). Si l'on vous dit : addi- 
tionnes depuis deux jusqu'à duuw, alors ajootca au douze deux; ce 
sera quatorze. Multiplies la moitié de cela la moitié du douce. 
Vous aiu^z pour résultat quaraot^eux, ce qui est la quantité cherchée. 

T/antetir dit : Et V élévation au carré {se fait) par In mnltiplication 
de lieux tiers du [nombre] Jusqu'auquel [ta suite) s'étend, plus deux 
tiers de V unité, par la somme [des nombres pairs simples). Ceci est 
une manière d'exécuter l'élévation an carrée Donc, si Ton tons dit : 
additionnez depuis le carré de deux jusqu'au carré de douze, alors 
multiplies deux tiers du douze plus deux tiers de Tunifé» œ qui est 
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• but et4ei» tien, pur U imnme, laqaelle «t quaniite-deiiz. Vous «li- 
rez pour résultat trois cent soixante-quatre, ce qui est la quantité 

ch*»rch»^<'. J/ri manièrede finre la seconde inuUiplir}iiion[*] sera (îonnt^e, 
&i Uieu ie Très- Haut le permet, dans le (chapitre des) iractionii. Cepen- 
dant j'ai pour cela une méthode abrégée qui consiste à multiplier le 
huit par Le quaranle-dcux. Yoiis «utcz poiir résultat trois cent trente- 
su. Séservez cela. Emnite multipliez | le deux qui se trouve au-dessus F. g. f. 
du trois ["] par le quarante-deux. Vous aurez, pour l ésnltat quatre- 
vingt-qnntre. Divisez ceb par le dénominateur, à savoir par le trois, 
Vuu!> àui ez pour résultat vmgi-huiL Ajoutez cela au (nombre) réservé. 
Tous «unez en sonne de tout cela trois oeet soiiente^uatre, ce qui 
est le quantité chercfaée* 

L'auteur dit : Oa multipliez un ^X§^e fUt {nombre) fusqtfMtquel (la 
suite) s' étend y par h rvctangle compris vn?/y (huix nombres qui 
Vavoisînent par après . Ceci est une seconde iiiniuere de l'élévation au 
carré des nombres pairs. Un sixième du 1^ nombre) jusqu'awquel (la 
suite) s*étend est dans notre exemple deux (et doit être) multiplié par 
cent quatntfviiigtpdeiUt ce qui est le résultat de la multiplication dn 
treize par te^uttoi!;^. La qtiantUé cbercliée résultent conforme à ce 
qui précède». 

L'auteur dit : Et L'élévation au cube {se fait ) par la muliiplkniion f. «j, r^, 
delà somme par «m doubla. Ceci est plus dair que (la règle) qui pré- ^ 
cède. Donc, si voue osultipUec le qttarante<4enx par son double, à sa- 
^ voir par quatre-vingt-quatre, vous aurez pour résultat trois mille cinq 
cent vingl4kuit, ce qui est la quantité cherchée. r^9. ^, 

TROliltiWE CDAPITRE. 

Dl LA tOUtTSACTION. 

t 

La soustraction ["*] est la recherche de ce qui reste après qu'on a 
retranché Pan de detuc nombres de l'autre. Ceci est la soustraction par 



[*] A savuir ia muUiplicatiua de la swinmc (quarante-tleux) par les de^x lier». 
{**] DansUfradîM « étexiim. » 

Oa inave id «or la oMige de aNUDoserii ans gbw dont voici la Iradactioa t 
ÇloM. .L» |>loi.eo»v«Mble«t(da dire, que b wnstiartion est l'action de retnncbn- 
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écrit. Et la définition plu» exacte consiste à dire : la soiMtraçtion^la 
recherche de la différence entre deux nombres doni Tun est plus pelU 

et Taiilre plus grand. 

L'auteur dit : £ll4i (se Jait) de deux manières : Ceci est de nouveau 
nue divttion et no classeneot de (ce qui est ct^iopris dans) la 8ou»> 
traction. 

L'auteur dit : Dans 2a prmière manière il faut poser {etc.) Cette 
espèce est te genre de soustraction )e phis facile; c'est le cas où, dans 
chaque rang du nombre qtie l'nn retranche, il se trouve un (chiflre) 
plus petit que le (chiffre correspondant) dans chaque rang du (nombre) 
doDt on retranche; et l'opération est évidente d*après ce que l'auteur a 
dit. En voici un exemple. Si l'on vous dit : retranohcxcinq cent trente- 
deux (le neuf cent soîxanle^uatorze, alors posez cela sur deux lignes 
de la même manière comme dans l'addition. T'est-à-dirp qiio les 
unités du (Tioinhrc) retranché soient sous les unités du (nombre) dont 
Fin on retranche, et paredteiuent les dizaines, les centaines, et ce j qu» 
*" vient après eelles-d, etc. 

r. 5S, L'opération, d'après | oa que Tanteur a dit, est évidente. Par 
exemple, si l'on vous dit: divisez vingt-quatre carrés moins huit choses 
par quatre choses, alors poses cela ainsi [*J : 

Q C 
'2^ moins 8 
C 
4 



an nombre plus petit d'un nonilire plus grand, et son nliiité cmnitte à ùSre oonnatln^ 
le reste. Alghantct d'antre* €nt «oulevé des olijeclioas contre Fauteur au anjet de sa 

ileiîtiilioQ. 

['\ Voir, iMiitr la manière dont la notanun de l'auteur arabe est reproduite, la noiv 
an bas de la page dti tome XII (année iSSg) de> Jtli Mt'Jeeademitt Pottt(/tcim 
de' Ntim'i U/icri. J' i outr i]»c dans le tnanuscrit sur lequel a été faite la pré?>enie tra- 
duction, le sifjne de l« « chose » a «'-te rt-duit aux trois )>oïnts de la lettre r/ii'/i, et (]iie 
les nombres sin)ples y sont aussi pourvus d'un signe sii|tcipo$é. Ce signe est te ddl, 
Wlttu initiale dn mot dlrkem dont les malhénMlidtÎM snbes se aemnt sonveoi dans 
le teM d'unité, le wnds id ce dOl par no H (Inilide du mot aombiv|. 
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Ensnile divises la quantité à laquelle le « moins » s'applique par le 
dÎTiseur. Il résultera rix choses. Réserrez cda. Après cela divisez la 

quantité qui est régie par « le moins ». Il en résultera deux en 
nombrr Rf-!tP7, rcla parla piirticule >< tnoins » aux choses. Le résoUat 
de la diviMuu sera ; six choses uiouis doux en nombre, ainsi : 

C N 
6 moins % 

Et si Ton vous dit : divisez quarante>buit cubes moins dix-huit carrés, 
par trois choses, alors poses cela ainsi [*] : 

K Q 

48 moins i8 

Ensuite (livisfz la fjnnnlili^ h laqtielle le « moins » s'appliqtie. Vous 
aurez pour rt'siillat seize carrés, lii sorve/ cela. Apres cola divisez l.i 
quantité qui est régie par le « moins ». Il en résultera six choses. 
Reliez cela par la particule « moins » aux carrés. Le résultat sera seize 
carrés moins six choses, ainsi : 

Q c 

t6 moins 6 

Conformez-vous (pour d'autres cas semblables) au sens de cette 
(règle). 

L'auteur dit : Une espèce in/^ieure ne peut pas se tStfiter par une 
espèce supérieure, c*est*à«dire à cause de Timposaibilité d'assigner (un 

résultat). Comme, par exem|)le, si l'on vous dit : quatre en nombre 
(divisé) par deux choses, ou neuf cubes ^"^ (divisés) par trois carrés. 

L'auteur dit : Et l'on ne divise pas non plus une expression qui 
rmferme un « nuxtu : Cest-i-dire : et pareillement on ne divise pas 



[*] Je pense que c'est |i«r un oubli du copiste que le maouscrit omet de poser aussi 
lea • irob choass », en iwtaliiiiB, •ii'deMOW des « qini!uii»>lMit c«b« iDdiot dîx-hnk 
carré» > flgorés «a notatiiNM. 

[**] le OMt « cabea * panit 4tie «m errevr «In copule, au lien de * duMca ». 
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par une expretiion qui renferme on < moiii» » à came de l'impoMtbi* 

lité qui a lieu en ce (cas). 

Ceci est la fin de ce que nous nous sommes proposé dans cet objet. 
Et nous prions notre Seiguetir qu'il rende cela profitable, comme il a 
renda profitable (rouvrage qui a servi de) base au (présent travail). Il 
eatbieofaisant et généreux. Que la bénédiction de Pieu soit sur notre 
Seigneur Mohammed, sa famille et ses compagnons-, que le salut de 
Dieu soit répandu sur eux avec prohision. Louange À Dieu, Maître de 

l'Univers. 

Ceci fut écrit par le pauvre qui a besoin d<c 5uu Seigneur le ridie, 
Abdallah Soûlât Almoaâtiy pour sou propre usage, et pour l'usage de 
qui il plaira à Oîeu, après lai. Cette copie fut fiât» sur an exemplaire 
difficile à lire. 
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M,atj^sçrii^.çptéJ^^ du Supplément arabe, de. la Bi^Uatlièque » 
, . , i ..l impériaie de J'.opù. •■ • 

Volume iù-i de ii5 fettilleif en papior dont les quatre premiers ot les troia dcrnicni sont des 
fcuiUètk oe 'gu&i'Ma mûtéroléÀ, tandis que les 108 autres feuillete Mnl nao^tés »vfc, 
los nontltrtis v'à ift$, l«rtW4'ftiÉto» M ttoyen dea cMBMi tafitiit dei Afafaeb DvIeiiliMii, 
et, en oitti» ($«u{ K' yicmwi feDii]èl),imwJMii9iiDe»Mnlirw4eril»Ar«am«inio|Mi- 

des chiffres européens modornos. 
le pense que Ton peut attribuer è eee liniilletB mmérQlés, i «n juger d'après la teînle 

fin p;tn!(.'r ol (Ir fiTicrf'. un .1;jo de cinq à sii cents ans, en cxc^plmt lis fruillrts numé- 
roté» 9> 88 et A f o». qui uni évideimnont été ajontài plita tard pour remplacer d'anciens 
in^llett' Qer!|t|- |4r<^* P"^'* ^'^ ^«"'^ ^syplA ^l'oA te naiMiBrita été apparié' 
en Franco par M. Dolaprlo, lors de l'exp^^dition d'Égypto. 

IjCs 108 feuilleté numérotés contiennent le texte d'un Traité d'Algèbre, composé par Âboû 
Beqr Uohammed Ben Allia^n AiqarIcfaI, et dédié au vîtir Fakbr Alnoviq qui nmurat le 
3 septembre 1016 de notre ère. 

One enalyte trfee-étendue de ce Traflé d'algèbre a été donnée dam l'onvngB intitnié : 
Extrait ttit Ftif-hn', par F. Wu'pckr_'. Pjris, iHjJ. 

Les numéros des feuillets marqués en marge dcâ p. 377 et suiv. de la préaeote traduciioii 
ae nppertent à la uumératkm écrite è TeDcre. 



Au nom de Dieu clément et miséricordieux! 

Aboft Beqr Moliammcd Ben Allia<,'au Alq;iikln, le calculateur, que 
Dieu le Très-Haut soit luiséricordieux envers iut, dit : 

X'«i trouvé que le calcul a pour objet la détermmatioD des incon* 
nues au moyeu de« connues dans toutes ses espèces, et j'ai observé que 
la plus claire des règles et le plus évident des moyens pour cet effet 
est l'art de l'Alerbrej l\ cause de sa puissance et tic T universalité avec 
hiqiieile il s'éleud sur tous les problèmes du calcul, suivant leur 
diversité. 

J'ai vu que les ouvrages composés sur cet art ne contenaient pas 
(complètement) ce dont on a besoin en bit de la connaissance de ses 
éléments; qu^ils étaient insuffisants par rapport aux théories sur les- 
quelles on s'appuie d.ins l'étude de ses branches spéciales; et que leurs 
auteurs avaient néglige d'expliquer les théorèmes de cet art qui sont 
le chcmiu du plus haut degré (de savoir algébrique) et le moyen de 
•Nirvenir à la perfection. 

tm» n (a* séita). - Hovum* iH{. 4* 
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Ensiiire j'ai bit dans cet art de belles découverles, dont je n'ai vu 
chee aucun d*eax nne mention, et j'ai éclairci des difficulté dont je 
n'ai trouvé dans leurs ouvrages ni l'exposé, ni rexpticatioii. 

f)r, aprt's avoir acquis cet avant.Tf^e et a|)n-s avoir rproii\é le Itesoin 
H«» suppléer à ce défaut, je ne [jus pas m'eiiipéciier (le c<)ni|ioser un 
ouvrage contenant et reDrerniant ces (perfeclionnements), et dans le- 
quel je donnasse une explication fiiite avec choix des éléments de 
(l'Algèbre), exempté de impureté de la redondance et de la souillure 

de la vei Losité. 

Mais je fus t'Ioif^né de l'exécution de ce (projet) par les obstacles 
qu'y opposaient la corniption du temps, les calamités de périodes 
remplies de désastres et l'état général de crainte, de violence et d*op* 
pression où se trouvaient les hommes jusqu'à ce que Dieu, qu'il soit 
béni et ex»lté, les secourût pttr notre maitre, le vizir, le seigneur 
illustre, le parfait H tns le gotivernement, le vizir d. s vi/irs, rt v«"-fu di s 
deux autorités, Aboù Gliàlib [*], l'alTrancbi du couunaudfur des 
croyants, dont Dieu prolonge l'existence 1 Dieu rendit les hommes 
heureux par rexcelkoce de son administration, el leur accorda, pen> 
liant la dnrre bienheureuse de ses jours, au plus haut degré tout ce 
qu'ils désiraient en fait de justice, de sécurité, d'abondance et de bien. 
Il arracha le monde, par son gouvernement, vice et aux hommes 
vicieux, et le rendit resplendissant par la sérénité de son regard et par 
la manière dont il fit revivre les traces effacées de la science. Dieu fit 
de lui un modèle de toutes les vertus, de sorte qu*OB est guidé par sa 
F. », i«. direction et qu'on demande h être éclairé | par sa lumière. 

. . . Notis faisons cela en vertu de ce qiie j'ai expliqué. Car, si Tons 
nitdtipliez un nomlire quelconque par le nombre suivant, et si vous 
multiplier, ensuite l'un de deux autres nombres se trouvant de part et 
d'autre des deux (premiers) par celui qui Itii correspond, le premier 



[*j Oo Ut dans les f'irs eic» knmmM iHattrts d'JLn Kljallicaa : Aboù GbAlib Moham- 
meé Ben Klnkr, Hummiiiié VHhlir Atmoulq. visir de BeUt AUaouItli, lits d'Adhad 
Alilaoulah Jbn Boiiwaih.. . Cisl iiour lui i|mc Ahm^ nir|i Mohaniimt! Ben Alliaran, le 
cfilculaleur, Atqarklù, composa le livre (intitule; Alfakbri »ur rAl{^l>re, et le livre (inti- 
tulé) • Le (traiié) lafltent aur leealeul •. (PMin)»i«s b tradHCtioo soultise de M. de Slsne, 
I. m, p. a83i «t Abnifèda jHiuda mtulemtei, ed. ReiAe «t Adier, t. III| p. 6 «t 7.) 
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Imitât dépasse le second de la quantité du produit de la différence 

entre Tan des deux extrêmes et Vtm des deiix moyens | par la difté- »• ^ 

rence entre te même extrême et l'autre moyen [*]. Comprenez cela. 

Si l'on vous dit : prenr?. dt^piiis l'unité jusqu'à dix, k la condition 
de multiplier chaque nombre par le siiivnnt, un par detix, detjx par 
trois, trois par quatre, et ainsi de «uiie ; alors prenez (la somme deis 
nombre* natnrels] depuis un jusqu'à dix, ce qui est cinquante-cinq. 
Prenez deux tiers du dix moins deux tiers d'un dirfaem et multipliez 
cela par cinquante-cinq. Ce sera trois cent trente [" ]. 

Si l'on dit : combien (obtene7.-voits en allniifl depum l'utiit^ jusqu'à t. «. *», 
dix, à l.'i rnndifion d élover chanin des nombres, au culne et d'aiidi- 
tioniier les réi>uilat»; alorii prenez (la M>mme des liombres uaturek} 
depuis un jusqu'à dix, ce qui est cinqmDteHnnq. M uttipliex cela par 
lui-même. Cm sera trois mille vingt-cinq, et teHvest la répons» [***]. 

Démonstration numérique eh ce [théorème). Il a été dit déjà précé- 
d^'niincnf rjne, si vous divist*7 un nombre quelconque en deux ();U'tif»'î, 
SI I ou mulliplie (ensuite) chacune des deux |)ârt)e!i par elle-naéuie, et 
si ron multiplie l'une des deux parties par l'autre (piise) deux fois, cela 
(fitit ensemble) le carré de ce nombre [****]. 

Donc* si vous divisez cinqnante-cînq en deux parties, dix et qua- 
rante-cinq, le produit du dix par lui-même, et le produit du dix par 
le quarante-cinq ' prisai deux fois, ce dont la somme est mille, r-tirsemble 
avpc quaraute-cmq I muliipiiéj par iubméme, est égal au produit de ' 
cinquante>cinq par dnquante><iaq Si donc nous rejetons te mille, qtii 
est le cube dn dix, ce qui provient de te maliiplieation de dix par dix 
«I de dix par qaanmi«>«lnq(pHs) deux fois, de trois mille viagt<cinq, 



— s» {tf-Hl) « — «(■ + !). 
[•^J l*-|>3*-|-S*-h...'4-IO^sr(l-l->-l-3^-t-.. -»-io)*ss:5S^-3oa$. 

4B.. 
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il reste quarante^inq (multiplié) par liii-iBénie égal à deux mille vingt- 
cinq [*], 

Si maintenant vous divisez le fqii.irante-cinq) en deux parties, neuf 
et trente-six, alors neuf fois neuf et neuf [**] fois tronte-six (pris) deux 
fois est sept cent vingt-neuf, ce qui est le cube du neuf. Donc, si vous 
rejeter eeU de deux mille viiigt<^inqt il ratte mille deux cent quatre- 
F. i3. 1*. vingt-seize, ce qui ect égal au produit de trente'rix par | trente» 
six [***]. 

Si vous divisez ensuite ce (dernier nombre ) eu deux parties, huit et 
vingt-huit, le produit du liiiit par liii-mèine ot par vingt-hiiit fpris) 
deux fois est cinq cent douze, ce qui est le cube du huit. Et si vous 
rejetez cela du mille denx cent quatre-viogt-seise [****], il reste sept 
cent quatre-vingt-quatre, ce qui est (le résultat) de la multiplication de 
vingt-huit par lui-même [*****]. 

(En continuant) d'une manière semblable à ce procédé on retranche 
du (nombre trois mille vingt-cinq successivement) le cube de chaque 
nombre jusqu'à Tunilé, et là on a*arréle. 

Gela montre que* sf vous prenez (la somme des nombres naturels) 
depuis Tiinité jusqu'au nombre que vous voudrez, et si vous U multi- 
pliez ensuite par elle-même, (le [iroduitl est aux cubes des nombres 
qui sont précisément les nombre» additioiuiés. 

Démoiisiraiion de ce [théorème) au moyen de la figure. La sur- 
face ABGD est (le résultat) de la multiplication de vingt-un par vingt- 
un, et vingt- un est (le résultat) de (la sommation des nombres na- 
turels depuis) Tunité jusqu'à six. Nous disons donc que toute la 
surface ABCDest égale à l'ensemble des cubes des nombi es dont l'ad- 
ditiou produit vingt-un, à savoir (des nombres) depuis un jusqu à six. 



{* J 55' = (lo -i- 45 }' = io>+ a. 10.45 -j- 45» = 1000 + 45» = I o' -h 45". 

[**] Te t<>\i<> mnnirsrrir porte « quatre vingt-dii * au lira de neuf* «Tidenuneot 
jiar suite d'une crieui île topiiile. 

[*"] 45'= [9 + 36)'— 9 -H 2.9.36 + 36' = 7a9-+-36' = g«-j-36'. 

[****] Le inaouscrit porte • qnatre-viugt-six • ce qui est cvidcinmeDt une lame de 
copie. 

I***^] 36»= (8 -I- aSj» SB 8*.<- s.8.38 18» = 50» -h s8» = 8» + aS». 
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DémHUtni^OH, No«w poioiis la ligne DR (égale à) [six, et la lîfne KL 
égaie i] [*] ciai|, LM («gaU à) quatre, MX (égala i) trois, XO (égale 
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i)deux, et OC (égale à) un. De la même manière wom divisons la 
ligne BC, de sorte que BF égal à DK, FS r -ni a Kl., SN égal àUfl; et 
d'une manière analogue nous déterminuiis les autres parrips. 

Gela po«é, nous disons que les surfaces DE, EA et EB sont (égales 
au) cube de cix^|iaroe que la sur&oe EA ett nx fois six, tandis que 
la ligne K£ est quiuze, et la ligne EF pareillement* de aorte qu*il . 
résulte des deux surfaces EB et ED cent quatre-vingts. Donc, si vous 
y ajoutez la siu face EA, qui est treote-^ix, ce sera deux ceut seize, ce 
qui est le cube de six. 

Il en est ainsi seulement, parce q«e, si d'un nombre quelconque 
vous retranches l'unité, que vous multlpIieB le résultat par le carré 
du I premier nombre, et que vous ajoutez à cela le carré (de ce r. *J, 
nombre), il résulte le cube (du même nombre) [** j. Cela est évident. 



(*] Les mois reorermês eatra crodMi» muMiiNiit daas te annuicrit, évideoiaMnt par 
soiM d^nae ooûsnoB ila copitlv. 

(**J («— i}e*+«*s«*. 
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Et li vous prenez le nombre que vous voiidres (de nombres) à partir 
de Tunilé, «ttivant Tordre naturel, et que voits divises CMiiite la somm<> 

par le nombre qui suit le (dernier des nombres additionnés), il résulte 
la moitié (lu îiombre jusqu'auquel vous avez pris l ia somme^ [*]. Par 
exemple, vous prenez (la sf^mme) depuis uti jusqu'à liutt, c'e»l trfiite-six ; 
vous divisez cela par noui ; il résulte quatre, ce qui est la moitié du huit. 

Donci si vous prenez (la somme) jusqu'au nombre que vous vou- 
dreZf suivant l'ordre naturel, que vous multiplies ce qui en provteut 
par le (noud>re' (lui suit ["] pris^^ (1< ux fois, et que vous joignez à 
ce qui résïilte de celte oju ralKm Ir carré du nombre suivant que je 
vîeni» de mentionner, alors k- résultaltst le cube du nombre suivant[***]. 

Et ootiformément à cette explication, les surfaces K2, SOS et ZF sont 
le cube de la ligne KL; les sur&oes LH, HZ et ES le cube de la ligne LM ; 
les sutfacesMT, TU et TX (Opales :ni cube de MX, et les surfaces XI, 
ITet iW égales ;iu ciiIk' de XO; : enfin') la surface IC est le cnhc de OC 
Il est maintenant évident que la surface CÂ est égale au cube des 

r. 33, t», nombres depuis un jusqu'à sixj et voici la forme de la figure 
lis- <• ■ j combien (obtrneB>vons en allant ) depuis un jusqu'à dix, 

à la coodbion de multiplier chaqtie (nombre) impair par Fhnpair suî* 
vaiily et chaque (uoud)re) pair par le pair suivant ; alors la régie pour 
cela (est) que vous prenez (la somm*^ de» nombr<^ uatiirHs) depuis 
un jusqu'à dix, ce qui est cinquante-cinq. Multipliez cela par deux 
tiers du dix uioins un eldeiix tiers (quantité <|ui dbit itn retranchée) e»* 

r. 34. f. «cntielleiMot et | invariablemetit. Ce sera deur eeni soisante-quînse. 
Ajoutes^ constamment une unitéy ce qui fitît deux cent soixaet t s-a eise ; 
et telle es» la réponse 



l**] Le lexM niniiKiit (lorie • psr la moitié de cHai ifui suit * » ce qnt «Ivrroar. 
CÔl pfalMfcteitiaki udb faute 4e C0|Ne. 

(•"J a.(l+»H.3-4-. . -t-»)(jH-l)-t-(«H-i '=«(ii4-l)»-+-(«4-0>aBr{* + |)». 

[••**] Dans le manuscrit la lîg'irp r^t plawe A la fin de la dt-inonstratioo. 

(1 .3 H- 3.^ . .-i- 7.9)-»- (2.4 4-6-I-. .-+- 8.IO) 
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La démonstration de ce (théorème) est évidente^ parée que, etc. 
... Après cria il fjiiit que vous divisiez le seizo par le deux, afin qu'il 

résulte le cube cherché. Or, vous avez déjà divisé le trente-deux par 
deux, puis encore'; par deux, afui qu'il régulle le cube; et de cette 
manière vous 1 avez divisé, comme si vous l aviez divisé par le carré de 
deux. 

Fin de l'ouvrage (intitulé) Le Fakbrt['], qui comprend les élé- 
ments de rAl§;èbre et les éléments des problèmes. 

Louanî^es sniis homes et sans fin à Celui qui donne l'intelligence. Oti»* 
sa bénédictiou soit sur noire .Sei^Mienr Mnhntniued, le prophète, el sur 
sa famille et ses compagnons, les purs, les saints. 

Ceci fut écrit et achevé par Séliq. 

I Dans un autre exemplaire ^Fauteur) a dit : J'ai exclu de mon r. tuS, «>. 
présent ouvrage ce qui ne s'y rapporte pas. J'avais désiré y ajouter 
quelque chose en fait de particularités des figures, du cercle et des tes- 
taments. Mais je ne \'m pas fait pour deux raisons, dont l'une est (mon) 
aversion pour la prolixité; la seconde (est) que j'ai C^éjà) composé 
sur chacun de ces (objets) un ouvrage étendu, enibrasiant ses élé- 
ments, leurs théories exactes et la solution des problèmes les plus sub* 
tils avec lenr méthode. Je prie Dieu, le Très-Haut, qu'il m'assiste dans 
l'accomplissement des devoirs de l'obéissance envers lui, cl qu'il faci- 
lite à toutes ses créatures ce qiû les délivre de l'erreur. Je le supplie 
de répaodi'e»a bénédiction sur le |)rophfte Moliammed, son élu parmi 
ses Clôtures» «fc sur sa fiuniUe, les purs. 

Fin de l'ouvrage, à savoir, du (livre) connu sous (le nom) du Fakbri. 

Ceci fut écrit par SftUq, le pauvre. Fin. 



P] n 7 a lien de croire «fu* l'auteur avait donné ce litre i son ouvrage en hoB- 
nmir du vizir Aboû Glidlib, surnomné AMr AioMaq (• La ^itodo ^uvemcMCftt •} 
auquel il avait dédié ce Traité. 
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ÉNONCÉS DE QUELQUES THÉORÈMES 

LA POSSIBILITÉ DE L'ÉQUATION ;r*-N/«s — i EJi «OMBRES EKTIEaS. 



Lettre adressée à M. Liouville par M. Casimir Richaud. 

Pferfl, !• ao omeoibre 1864. 

Monsieur et trës>honorê maître, 

.I0 me SUIS occupé dans ces derniers temps de quelques questions de 
théorie des nombres relatives à la résolution en nombres entiers de 
l'équation ^r* - Hj* = P. 

Tn l'honneur de vons adresser aujourd'hui une partie des résultats 
auxquels je suis parvenu sur TéqualioD particulière x-*— Nj* = — i . 
Dans le cas OÙ vous acctiptlleriez favorablement les théorèmes énoncés 
ci-après, je suis en mesure de vous transmpttro les démonsfrafioiis. 
Les théorèmes il et 12 peuvent être étendus à une cumbinaison quel» 
conque des Jeteurs premiers A, B,..., a, b,.,.^ et les conditions 
restrictives des mêmes théorèmes peuveot être modifiées, sans que 
réquation correspondante cesse d'être possible en nombres entiers. 

Agréez, je vous prie, Monsieur et très-vénéré maître, l'assurance des 
sentiments respectueux de votre serviteur dévoué, 

C. RtcHAi;i>. 

1. Si A, B, C,..., L désignent des nombres |M^miert de la forme 
8i» ■+■ 5, les équations 

jp" — aA"j" =î — f » 

jf» - aA»"B**. . .L**j* = - I 
sont toujours possibles en nombres entiers. 



Digitized by Google 



PDBES ET AFPUQUeES. 385 

2. Si A, B, G,..., L tléâigiient des nombres premiers de la forme 
8n-4- 5, et si B, G,..., L ne «ml pas compris daiis 1m difiaeun lîDéairas 
de — aAtt*, les équations 

• .7-' - aA«B^*"C''"j' = — I, 
sont toujours possibles en nombres entiers. 

Si A dt'signp \\n nombre? prcruier 8 ai + 5, et si (l, 6, C|.*.| l rc- 
préseotent des facteurs premiers 8/z + it les éqoattoos 

jc* - a A'— fc'' ' j ^ = 1, 
jc» - aA*""^' a»«A««. . . /« V = — « 

sont toujours possibles en nombres entiers, pourvu que n, b, c^»,,, l 
ne soient pas compris dans les divisetus linéaires de i' — a Au'. 

4. A et B désignant deux nombres premiers Sft 4* S, et «t, c^,,.^ l 
des facteurs premiers 8it f « les équations 

sont loujooxs possibles en nombres entiers, pourvu que A, ^f*.* l ne 
soient pas compris dans les diviseurs linéaires de — ABit*. 

5. Si A, B, Q..., L, M désignent des nombres premiers %n t- 5, 
l'équation 

- aA*«*' B*«*». ,JU^**W^*j* = - 1 

est toujours possible eu nombres entiers» loi^ue Tcquation 

«» — aAB...Lj^»ssi— I 
T<rai«lX(9*i4rto).>.1t«ianuilS<. 49 
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est soluble en nombres de U même miture et lonqu'en outre M n*est 
pas compm dans les diviaeim linéaires de — aAB... Lu', pour le 
cas de 

(I) (l'j (h'j (notalioDdeLegei»dfe). 

6. A désignant un nombre premier 8» -h 5 et a, bf...t If Jn des 
uombres premiers Ô/; + if l'équation 

X* — a A"^' a^** . m*i^*y = — i 

est toujours possible en oombres entiers, si i'cquatlon 

Jt* — aA«ft „ .j)"* =s — I 

est soluble en nombres de la même espèce et si de plus m n'est pas 
compris dans les diviseurs linéaires de i* — alLab. . • lu*, pour le eas de 

(è) = - (i) = (i) (i) = ' deLegpndre). 

Remarque. — Les théorèmes précédents, relatifs au facteur a, 
peuvent être étendtis à un Acteur premier quelconque u de la ferme 

7. repr<''<entant un facteur premier 4" H- i t't A, B,..., L dési- 
gnant des iiuinbrt's premiers de la uièuic furiue non compris dans les 
diviseurs linéaires de l* — les équations 

',/''A*''*'j'=-i, 
a:»_<a3«+«A«j-» = — I, 

X* — «««"-H A««+1 B»«*« jp3 _ „ I , 

X»— »'»*»A*«B"«..,L»*7*= - « 

sont toujours possibles en nombres entiers. 

8. u dàl^nant un nombre premier 4n + i et A, B, C,..., L d<-s 
facteurs premiers de même forme non compris dans les diviseurs li- 
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Déaires de /* — wa', les équations 

jc* - A«tf ^* = - 1 , 

X* — A***' B"*C'''. . ,L'* =» — I 

sont possibles en nombres entiers, potirvn qtte B, C,...» L ne M>ianl 
pas compris dans les diviseur» linéairtîs de — ui Au*. 

9. 1* représentant un nombre premier 4n + f « A un Ctctettr pre- 
mier de tnéme forme iioii compris dans les diviseurs linéaires de 

u«* et a, bj c,..., / des facteurs premiers 4'iH*l compris dans 
les diviseurs linéaires de — tùu^t les équatioos 

a» - A»**« = - 1, 
jc« — A'"** a'**' — 
jc" — <a*"*** A**** . , . ss — 1 

sont toujours possibles en nombres entiers, ponrvii qtie ^,.-*» l **C 
soient pas coiopris dans les diviseurs linéaires de £^ — Xu^. 

10. «» représentaot un nombre premier 411 + 1 «A et B deux nombres 

prrmiers de inême fomu- 1 >ij Lompris dans les diviseurs Unéairea de 
t* — o)u^ et a, b,..., l des iacti urs premiers ■+■ i compris dans ies 
diviseurs linéaires de i* — les équations 

a-» — A'**« <i*^'' = - I , 
jt» — A»<M-« B»«*« . . = — 1 

sont toujours possibles en nombres entiers, pourvu que îrs facteurs 
premiers a, è,..., / ne soient pas compris dans les diviseurs linéaires 
de t» - ABU*. 

11. tt désignant un nombre premier ^n-^i et Â, B, C,..., L, M 
des nombres premiers de même forme non compris dans les diviseurs 

49.- 
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linéaires de ~ ou*, l'équation 

— w""** A*»-*-* fl**^** . . .L*'** M^''*' /» = — j 

est toujottfs poeûMe en nombres entiers, lorsque Téquation 

admet des solulions de la même nature cl lorsque de plus M n'est 
pas compris dans les diviseurs linéaires de i' — a>AB...Ltt', pour le 
cas de 

(fi) ~ (fij (s) ~ * <le Legendi-e). 

12. «» désignant un nombre premia* 4'>+i| à un nombre de 

même nature non compris dans les diviseurs linéaires de <^ — <>iu^ et 
ûf b,..., I, m des facteurs premiers 4^+1 compris an contraire dans 
les diviseurs linéaires de — uu'» réijuation 

ar*- «t-PM-i j^^r^.* ^«e*».. ./»i-H - _ , 

v:>t toujours possible en nombres eutiers, lorsque Téquation 

est soluble en entiers, et lorsque de plus m n'est pas compris dans 
les diviseurs linéaires 4e t^ — tàkab,. ,h^t pour le cas de 

(=) = -'. (=) = (=)=•••= (=) =' (••«>'«'io'»<IeI*«e»ar.). 
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QUELQUES FORMULES GKNÉR AI.I S QUI PEUVENT ÊTRE UTILES 
DANS LA niÉORlE DES NOMBRES j 

Par m. J. IJOCVIIliE. 



maim abticlb. 



1. Dans ce seizième article, nous considérons un entier donné m» 

pair ou impair, et notis le décomposons de toutes les manières pos- 
sibles en une snmiuo de deux carrés plus un reste que nous regardons 
à son tour comme le produit de deux facteurs dont le secoud sera es- 
sentiellement impair* En d'autres termes, nous éiaivoiis de toutes les 
manières possibles 

m ss mf -H m| + ^it 

mi et JRa étant des entiers indifféremment pairs ou impairs, positîfii, 
nuls ou négatifs» tandis que les entiers sont positifs, d, pair ou 
impair, mais (^j toujours impair. Tel est le mode de partition qui ser- 
vira de base à toutes les formules contenues dans cet article. On 
trouvera dans ces formules, lant&t une fenctkm 

impaire par rapport à chacune des trois variables x, j\ z dont elle 
dépend, tantôt une fonction 

5 ( JC", Jf z, t) 

de quatre variables, impaire par rapport à x, par rapport à j-, et par 
rapport au groupe des deux dernières variables s, t. Apres les longues 
explications que nous avons données dans notre quinnème article, 
nos lecteurs, saveot tnen qudle est la nature des fonctions qne ces 
qualifications désignent. 
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2. Prenant donc poor point de d^rt réquaiion 

m — m J -t- wî J -t- *4 <^«» 

telle qu'elle a été définie au 1, je oonsidére Teosemble des c«|ua- 
tions partieolières qu'elle contienr, c'est-À-^Iire reoteuhie des sys- 
tèmes 

m„ wi,» <^,j 

puis posant 

Zss/f^ + iHi m,, 
j'introduis une fonction impaire 

de ces dernières variables. A chaque système 

répond une valeur de noire fonction, savoir 

Prenons la somme algébrique pour tous les systèmes et Uésignoub-la 
par L, en sorte que 

Cest à cette somme 

L 

que s'appliquera notre premier tht ureine. Nouh trouvons qu'elle est 
nvUe toutes les fins que m ne peut pas être représenté en nombres 
eniim par une somme de deux carrés. Dai» le cas contraire, elle peut 
avoir une valeur difiTércntede zéro et dont il s'agit de donner l'exprea- 
sion générale. 
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Soit . 

une quelconque des équadonâ qu'un peul écrire en incUaul m stuus 
la forme dl*ane somme de deox carrés, msi» sous la condition essen- 
tielle qae l'entier a soii > o, tandis que l'enii^ r h peut être indiffé- 
remmrnt positif, nul uu négsitiE^ Pour diaque éqtiation de cette es* 
péce, formous la somme 

2F(3ff — a* — I, a—b, « + 

où le sigoe 

2 

porte sur la variable s dont les valeurs sncceâ^ives sont 

Of if 2i 3,..., a— i; 

puis, faisant la somme de ces sommes partielles» foroMos à son tour la 
somme totale 

relativement à toutes les équations de la forme 

qui peuvent exister sous la condition déjà énoncée de â>o. Cette 
somme totale sera la 'valeur de L» 
Ainsi on a 

ou bien, explicitement, 

i^F^tfj — a»'»» </, -h nia — m» -l-ia,) 

Voilà notre première formule. 
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3. Nous obtiendrons luie seconde formule^ également relative à 
l'équattoo 

m ss jh^ + i»| cf, <^a 
du qo I , si en continuant k coasid^ret* une lonctioo 

de trois variables, impaire par rapport à chacune de ces variables, 
noas prenons cette fois 

jr — if»-^ ni, — m„ 

A chaque svstémfi 

m,, m,, 

répondra naturellemeut une valeur de notre fonction, savoir 
V{j9t — am«» </, + m, — m,, &» ■+■ a«ij). 

Pi t iiouâ la somme algébrique de ces valeurs pour tous les systèmes 
que i 'équation 

m = mf 4- m| + </j j 

comporta ir.iprès 1rs explications données au n° 1, et désignons ki 
somme dont il s'agit par M, en sorte que 

C'est à cette somme 

M 

que s'appliqiiem notre second tliéorème. Nous trouvons qu'elle est 
nulle totUcs les fois que m ne peut pas être repréienlé en nombres en- 
tiers par une somme de deux carrés. Dans le cas contraire, elle peut 
avoir une valeur difBrente de zéro et dont je vais donner Vexpression 
générale* 
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A cet effet, soil 

ni H a> ^- 

l'entier a ('taiil supposé essentipllpmRnt > o, tandis que l'etitier h csl 
indiffêmntnetit positif, tittl on lu'gaiif. Pour cbaque équation de cette 
espèce, formons la somme partu-ile 

jFfaa — a* — I, « — A, a^H-aj + i), 

où le signe 

2 

porte nir k variable $ dont le» valeurs successives sont 

o, I, a, 3,. a— 1; 
puis de là passons à la somme totale 

prise pour toutes les équations de la forme 

m SB a' + 6' 

qui peuvent exister sous la condition énoncée de <i > o. Celle somme 
totale sera la valeur de M. 
Ainsi on a 

M = 2 1* ai — I , a — ù, ai 4- aj -h i)J» 

OU bien, explicitement, 



2 F (rf, — ami, rf, -+- «t - «i» H- aiii,) 



(a) 

Voilà notre seconde formule, 
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3. Maïs la formule vraiment remarquable à laquelle nous voulons 
arriver, au sujet de l'équation 

m = m] -h ml -i- <?i 
du n* 1, contient une Ibnction 

de quatre variables, impaire par rapport à chMune des deux pre* 
iniéros variables jc, y, et impaire aussi par rapport au groupe des 

deux autres variables 2, t. 
A chaque système 

niif d^y &^ 

répond uue valeur de notre fonction 

savoir 

— am», </, H- m, ^ m,, //, h- w, -l- m„ ^, -+- ant, ). 

Formons la .souune algébrique 

pour tous les systèmes que 1 équation 

m s= + m| 'i- </, 

du n" I comporte, et désignons-la par Je trouve que Ton a 

Nso 

louies les fois que m n^est pas la somme de deux carrés. Mats dans te 
cas contraire, la valeur de N peut ne pas être nulle, et on l'expriroe 

ainsi qu'il suit. 

Posons, eu nombres entiers, 

m B a' 4- If'j 



Digitized by Google 



PUBES ET APPLIQUÉES. %S 

l'eiUier a étant > o, tandis que l'entier b peut être iiidifféremnient 
positif, nul ou négatif, et formons poar chaque équation de cette e«- 
pèce la tomme partielle 

où le signe 

S 

porte flur la variable s dont les valeun sitcoMsiTes sont 

o, I, a, 3,..,, a ~ I ; 
puis de li passons à la somme totak 

2 j^^^Caa — a* — 1, a — bi a-t-b, 26 + aJ-M)j 

prise pour toutes les équations de la forme 

m as a* + à* 

qui peuvent exister sous ia condition éoon^ de a > o. Cette somme 
totale sera la valeur de ISC 
Ainsi on a 

ou bien, explicitement. 



(3) 



Voila notre troisicnie formule, ou plutôt voila notre formule fonda- 
mentale; car elle renferme implicitement les formules (i) et (a). 
Pour déduire la formule (i) de la formule (3}t il suffit de supposer 

5o>. 
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la Ibnelîon , . • . t. • «♦ -.t 

iiidépeadanle de t et réduite à (tne fonct^oM , 

impaire par rapport à ciiacuiie des variables x, ^ , s. Les coiwlition» 
imposées à la fonction 

seront alors rfuiplies, et la turmule (3J| se cUai){^ra datis ia iot- 
mule (i). Elle se changera au contraire dans la fisnaule (a) û l'on - 
suppose la fonction 

indépendante de s et réduite ft une fonotion 

impaire par rapport à chacune des variables x,yct t. ■. 

■i. Au reste, la torraule (3), qui est à quatru vatiabks, cotitteiit une 
infinité de formules à trois variables comme (i) et ^3)} t^t celles-ci à 
leur tour en renferment une infinité d'autres à deox variables on à 
une seule variable. 

Parmi les formules Contenant une fonction à deux variables, je ci- 
terai celle-ci : 



(4) 



qu'on déduit aisément de la Ibnnnle (i) et où le^ignc sonimatbire 
au second membre ne porte plus que sur une portion des conpies 
(a, b) fournis par l'équation 
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«avoir sur ceux où l'entier a est non-seulement positif, mais encore 
impair. La fbnclion F qui figure «lans Téquation (4) <loit être impairr 
par rapport k chacune des deux variables dont elle dépend. 

Parmi Ips forrrniles contenant one fonction d'nne seule variable, je 
citerai la suivante : 

qui se déduit sans peine de la formule (a). La fonction F qui s'y trouve 
doit être impaire par rapport à la varinblc dont file dt'pend. La som- 
mation au second membre porte cette fois sur tous les couples {tiy b) 

fournis par 1 équation 

m s A* + A*, 

uu i on suppose a>o. L'entier a peut d'ailleurs être inUiflcreuuuent 
pair ou impair. 

5. 11 est bon de vérifier notre formnle 



(3) 



= 2[2'^**'~ ^'''*» a^*t- t}J • 



au moins dans quelques cas trè»«iDipies. 
Soit d'abord 

mas f. 

L'éqnatlon 

mssm^ + ml 4- 
du n** ne potwr» avoir lieu qu'en prenant 

m, =s o, '/la = 0, = I , <?, = I . 

La valeur du premier membre de l'équation (3) sera <lonc 

^(i, I, I, 1). 

Pour trouver celle du sccmd membre, on n'aura de même à const» 
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dérer qu'une seule équaHoii de la forme 

m = fl» -h b*f 

savoir 

Ou ue pourra donc prendre que 

a ss i 

avec 

6 = 0, 

et ïl n'y aura amn qa'une seule valeur de savoir 

J= o. 

Le second membre de l'équation (3) est donc égal & 

I, I, i) 

comme le premier membre. 
Pour 

m = a, 

on a cinq équations de la forme 

m tat -t- ik| -I- tif 

où Ton se souvient que est essentiellement impair. Les voici : 

2 = o* -I- o' -h a. I, 
a= l'-ho'-i- i.i, 
a =(— i)'-»-o»-l- I.», 
asso*-t- 1.1, 

a î= o* -»- ( — I )' -h i.i. 

Il y aura donc cinq termes au premier membre de Téqualion (3); 
mais deux sont nuls d'eua-UMn» et deux autres se détruisent entra 
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eux, attendu que, par la nature de la fonction ou doit avoir 

^('1 o. 2i 3] = o, ^(3, o, o, 0 = o 

et 

^ (~ Li 3» 1) = — ^ (1 , 2j il: 
Le seul qui subsiste est 

^(i, 2^ o, — i). 

Or, en vertu des deux équations 

a = ii4-i*, 2 = (— i]% 

on retrouve ce même terme au second membre, où il est accompagné 
d'un autre terme 

o, 3) 

qui est nul de lui-même. La vérification cherché*' a donc lieu. 
Pour 

m = 3, 

le second membre de la formide [3} est égal à zéro, attendu que l'é- 
qnation 

est impossible. Mais comme on a les dix équations suivantes 

2 = o» -H o» -4- 3j_, 3 = û! -4- li H- 2^ 

2 = 0=' + Q!-f-LJL i=Li-f- (-1)* -f- !_J_^ 



1 



o* -h a . I, 3 — I - { \ '' -4- \_A 



3 = ^- 1]^ -Ho^ + 3 = (-i? + i'h- II, 
3 = a!H- ;- 0' + 3 = (- ■)*-}-(- il*-M.i, 

le premier membre de la formule (3) sera composé de dix ternies. 
Aucun de ces termes n'est nul de lui-même; mais les deux termes qui 
répondent aux équations placées sur une même ligne horizontalf 
sont partout égaux et de signes contraires, attendu que par la natuiv 
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de la foncrion # on « 

.^(-.,3, 3, i) = -^(i,3, 3, i), 
#(3, —1, I. 3) = — .f(3, I, I, 3 , 
1,3. 3) = I, 3,3), 

#(-i,3,i,-i)=-#(i, 3, I, -i), 
/(3,i,— i,-i) = -#(3, I, f, i). 

Ije total est donc égal à zéro, conforinéincnl à la formule (3). 
]« n*entrerai pas dan* les détail» du calcul pour le'Cas de 

m = 4- 

Je me bornerai à Jire que la valeur commane des deux membres de 
Téquation (3) est alors 

#(3, a»», i)+#(i,2, 3, 3). 

( )b^LTvuiis en terminant qno quoiqu'il s'agisse dans Tarticle actuel 
li un entier m quelconque, et non plus seulement d'un entier impair 
comme dans notre quinzième article où d'ailleurs te mode de partition 
différait beaucoup de celui que marque Téqualion 

m = /// i 4- <// j -J- //, o\ 

employée ici par nous avec un dentier terme «/, o\ qui n'est plus assu- 
jetti à avoif tinc v ilt ur paire, cepentlant la formule (3) tloDt nous ve- 
nons (le nous ocLii[)er et la fornuilc afiectée du même chiffre dans 
notre quinzième article dérivent d'une source commuue, comme on 
pourra le voir quand nous entrerons dans le détail des démonstra» 
lions. 
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Lettre de M. de lâ tîoornerie sûr les passages de son Traité 
de Géométrie descriptive qui peuvent' le plus intéressé les 
géomkres, adressée à M. Liouville. 



Mpnsieur, 

Je ^ous i<i remis, il y a peu de joiii!>, la (ruisietiie Partie de mon 
Traité de Géométrie descri^ive t vous «Te» maintenant l'ouvrage en* 
tÎBrealm/kaiBÉUBs. Je l'aiécritien vtie des applications anx nils gni* 

phiqiies; mais, en cherchant i lever les diffîcuUésquo les constriictions 
présentent dans diverses circonstances, j'ai été conduit à « tudier quel- 
ques questions nouvelle* de Géométrie générale, et je désire ap|}elcr 
votre attention ssur ces recherches. la simple Gvoméirie m'a suiB le 
jplus souvent, cependant il y a quelques, résultats titiles que je n*ai pu 
établir que par l'Âniilyse. Je n'ai rien à vous dire sur la première Par- 
tie, (jui contient U'S cléments, et pour le Livre V, le pi enilt r dt- la seconde 
Partie, je nie borne a vous iiidi(]uer le chapitre H où j'ni développé 
les principes du trait sur les perspectives axoiiométrique et cavalière 

Le Livre VI est consacré aux surfaces déveioppables. Je présente 
d'îiborii quclq«Ma.Gonsi«lératu>u»d6 Géométrie plaue, piacipaleaient 
rehrouMMoats, qu od^diiiist sinéraleaitiil en deiia «spéoc» «I 
qu*il me parait préférable de classer en ordres, suivant le degré de 

contact de la courbe avec la tangente commune des deux branches. 
Ces branches sont d'un même côté de la langente dans les rehroiis- 
muents d'ordre pair, et de cuié» diUérents d;!ns les rebroussemenfs 
d'ordre impair. A un rcbrous&emenl du premier ordre, le rayon de 
courbure est nul; >1 e une grandeur finie à un rebroussement du se* 

TMMlX(«*tM*).-IMcnM»iM4> 5' 
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coud ordre; enfin il etl infini à un rebrousMuient d'an ordre pins 
élevé. Le rayon de courbure est id le rayon d*on cercle ayant avec la 

courbe qu:itrc points comnmnf?, nu moin;?, rétiniscn tm seul : il passe 
par un point flo ifbrnussement une iiifiiiiié de cercles ^vint :\voc la 
courbe trois points comaïuns réunis en un seul. Je reviendrai plus 
loin sur cette dbiervalion. 

Les dévéloppables se présentent souvent dans tes applications comme 
surfaces d'ombre et comme surfaces d'égale pente. lieiirsligms doubles 
oflrent un prniv! inîi'i i t, car c'est à unelij^ue de ce penre que se ter- 
mine soit roinl>re qui e»L logée dans la snrlace, Àoit l'étendue que l'ou 
peut donner à une excavation dont les talus sont dressés sous une 
pente nnifornie. En général, une ligne double s'arrête à deux points, 
au delà dcsqiids elle est prolongée par des arcs f^rasiles ou isolés 
qui appartiennent à la surface. J'appelle Ifs points limites sommets; 
chacun d'eux est nn point de rebroussetnent de l'arèie de rebrous- 
semeut, et la ligue double y touche la génératrice recliligne qui est 
la tangente de r^mmisement. 

Api^ «voir étudié ces drconstaoces géométriqiiesavec soin, je pré* 
sente une étude détaillée de la surlîice de l'ombre d'une ellipse éclairée 
par un cercle. A cette occasion, je retrouve pour la cicvclo[>pable cir- 
conscî itc à deux surfaces du second ordre plusieurs théort^raes déjà 
obtenus par M. Poncciet à l'aidc de la théorie des polaires réciproques; 
je montre notamment qu'on peut inscrbiedans cette développaUe un 
nombre infini de surfaces du second «wdre ayant tontes leurs centres 
en ligne droite, et que quatre d'entre elles se réduisent à des coniques 
qui sont des lignes doubles. Je présente nussi qtielqties théorèmes 
nouveaux : ainsi j'établis que toute surface du second ordre inscrite 
coupe la développable circonscrite suivant huit droites (réelles ou 
imaginaires). Les génératrices forment ainsi huit par huit des groupes 
qui appartiennent à des hyperboloïdes inscrits. T.es génératrices d'un 
groupe toucIiPiil la oaractérisiirpie de I hyperboloîde auquel elles ap- 
partiennent, en huit points qui soat sur l'arête de rebronseement de 
la développable. 

Ce théorème permet de disenter la série des surfaces du second 
ordre inscrites, et de classer les diflérenls genres de la dévelop|Nible; 
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ii conduit aussi à diverses conséquences élraiigères à cette surface : 
on voit, par exemple, que les tangente* dte l'interaection de dtnx 
sarfaees du second ordre appartiennent huit par Iiuît i des hy- 
perboloîdes, car la développable circonscrite à une surface du se- 
cond ordre suivant une telle ligne est circonscrite à deux surfaces de 
cet ordrp. 

M. Chasles a établi une théorie des surfucrs du secoud ordre homo- 
focaka, en les considérant comofe inscrites dans une même dévdop- 
pabie ayant pour une de ses lignes doubles nn cercle imaginaire à 
l'infini. Je consacre quriqucs aHicles à déduire de mes formules les 
résultats qu'il a obtenus. 

J'étudie plusieurs surfaces d'égnie pente; je prends d'abord pour 
directrice nneoonrlM qndeonque, puis je suppose que cette ligne est 
tinC conique. Dans ce dernier cas, on trouve une développable rir- 
conscrite à deux snrfnces concentriques du second ordre : une de ses 
lignes doubles est rrnfini. Les autres lignes doubles se piéseuleut 
d'elles-mêmes quand un des axes de la conique directrice est une 
ligne de plus grande pente de son plan, mais il est assez difficile de 
les obtenir loraqne la directrice a une position quelconque dans l'es- 
pace : il faut chercher quels sont les plans dont riniersection nvr-c h 
dévf !nppa!>!e. fjrii est <!n briitième ordre, se compose de quatre droites 
et de lieux lois utie conique. Potw résoudre ce problème, je prends un 
système d'axes d'abord arbitraire, et je le détermine de manière que 
la décomposition néoesMÎre poisse avoir lien dans l'équation de la sur» 
fiice, en introduisant d'ailleurs entre les variables une relation du pre- 
mier degré qui devient l'équation du plan de la ligne double. Je vous 
indique ce calcul, non pas que la m«''thodc ait rien de bien nouveau, 
mais à cause des divers artifices que j'ai dû employer pour arriver à 
la solution, et de la simplicité des résultats. Je trottve que lés projec- 
tions boriaontalea des deux lignes doubles cherchées et de la direc- 
trice sont des coniques homofocalcs, et que rintersection des plans 
de deux d'entre elles est perpendicnliirp à la irace horizontale du 
plan de la troisième. Il v .t probablement (pielqiie nidven facile de 
démontrer ces titéoremes par la Géométrie. Eu égard aux relations 
que je viens d'indiquer, Fétablissemeni de Tépnre de la surfiicc d'é- 

5f.. 
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gale peote circoiiscrite i une conique se fail avec uue grande facUilé 
relative. 

II. 

Le Livre Vil est eotHacvé aux nrfecM gauchai. 

Il y a déjjk pinitieurs années que j'« signalé la propriété des lignes 

(rombrc de cx's surfaces, de paiiser toutes par certains points singuliers 
où deux pciit'-i atiic t's consécutives se rencontrent : > i ];i i 'suite de I.i 
intiltiplic it*' tics jtlans t.uiirents en ces points, et de ce que chaque ligne 
d'ombre rencuntie lotUea les génératrices. Les ligues d'ombre sont 
tangentes k la génératrice sur laquelle se trouve le point singnlier. 
Quand une génératrice est parallèle à celle qui lui est infiniment voi- 
sine, les courbes d'oinbrc hi rencontrent à l'inBni et ont cette ligne 
pour asvmptolc. Dans son Mf-molrn sur \,\ déformation des surfaces, 
M. Ijouv u appelé soounets les puiau où deux génératrices consécutives 
se ooupcui, et arêie tonte génératrice parallèle k celle qui lui est 
infiniment voisine. J'ai adopté ces expressions. Les diverses sui^uies 
gaucbes que j'ai eu l'occasion d'étudier ont des sommets OU des arêtes^ 
sauf celles qui sont du secotrd ordre et les hélicoîdes. 

J'établis avec plus de détails el de rigueur les théorèmes que j'avais 
dt'ja iait couuaiUc sur les sommets et les arèles, et je donne de nou- 
velles propositions dont je vais vous entretenir. 

Toutes les fois que les directrices de la surface n*ont ni inflexion ni 
rebroussenieiit, un sommet est l'extrémité de l'arc utile d'une ligne 
double. Ainsi, dans un conoîde droit circonscrit à uu cercle, la direc- 
trice rectiligne a un segment utile et double qui se termine à deux 
sommets. Elle est parasite ou isolée au delà de ces points, mais elle ap- 
partient à la surlace sur toute sa longueur. 

Les sections de la surface par les phiis qui passent à un somn>et 
et qni ne ooitiienni'ut pas hi génératrice ont un rebronssçmcnt. Les 
t.mgi u!es (le rchroussena-iil tic toutes ces sections sont dans uu niétne 
plan, ainsi que cela a lieu pour les drvf.loppables. M. Bour, à qui 
f avais communiqué les résultats qui précèdent, a appelé ce plan plan 
de rehmiuscm<-nt. 

M. Chasles a démontré que le plan tangent d'une suiface gaucUe en 
un point d'une génératrice l'ail avec le plan tangent en un attire poiitt 
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ciéici iiuué de la mèiDe droite [point cniirai) un angle dont la tangente 
est proportioniM^le à l'absciiMe du premier point mesurée k partir du 
second : 




longueur constante k on le p.iramf-fre de distribution des plans 
tangents aux divers points de la génératrice, est la limite du rapport 
qni existe entre la plus courte distance de cette droite à une autre gé- 
nératrice, et Tangle que ces lignes comprennent. Il semble» d'après 
cela, que tonte arête étant par;<llèle à la génératrice qui lui est infi- 
niment voisine, son paramètre est infini; or, quelque paradoxrdr qire 
cette proposition paraisse au premier abord, il est certain (|ue cela n u 
|MS toujours lieu, et que les arêtes du cyKndroîde, par exemple, ont 
des paramètres finis. 

Considérons un cylindre elliptique horizontal, conpons-Ie par deuK 
plans verticaux non paralléies; élevons d'une corfnine qtianlité l'une 
des sections dans son plan, de manière que tous ses pouits décrivent 
des droites verticales : si les anciennes génératrices du <^ltndre passent 
toujours par les mêmes points des serions, elles forment actuelle- 
ment une surface gauche du quatrième ordre que Fk^éxier a appelée 
^Widroidc, et qui a quelques emplois en stéréotomie. 

Les génératrices du cylindre le Imif; d<'S(nu'lics le plan t.ingi iit 
était vertical devieuneut des arêtes du cvlindroïdej or, quand ou 
cherche analytiqueraent le paramètre des génératrices démette sur- 
face» on trouve qu'il ne dépend pas de l'inclinaison des tangentes des 
directrices sur le plan horizontal, de sorte qu'il a une grandeur finie 
pour le*; .irètes comme pour 1rs autres gi'n('r,itrirrs. 

£n déterminant le paramètre des arêtes du cjhndroiJe et des cu> 
noîdet, ei le point central de ces génératrices comme appartenant à 
la ligne de strictioui on trouve les dispositions suivantes; 

1° Cvlindroîde : point centrai à riiifîtii, — paramètre fini ; 

a" Coiioule ohliqiie t point central à l'infini, — paramètre infini ; 

3° Conolde droit : point central à distance finie, — paramètre in- 
fini. 

:Un examen attentif fiit comprendre cette diversité. 

Lorsque le point de contact d'un plan qui contient une génératrice 
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d'uoe lur&ce gauche ptrcoart la longueur indéfinie de eelle droite, 

le plan tourne de ido degrés. Si une génératrice rencoolre celle qui 
lui est itifininient voisine, suivant une remarque de M. Boiir, l'évolu- 
tion entière se fait au |)oint coiinnnn, do sorte que si l'on considère 
une surface développable, on doit regarder que le plan tmi^eut tourne 
de 180 degrés, au moment où le point de contact passe d*une nappe 
à l*aatre. IVapris cela» pour une aréte^ réfolntion ae lait 4 Tinfini. 

Dans la formule que j'ai rappelée, la lettre x représente l'abidiGe 
dn point considéré mesurée à partir du point central pris pour ori- 
gine. Quand le point central est à l'infini, tous les pouits à distance 
finie ont des abscisses infinies. Alors, si le paramèftfe eil fini* $ atteint 
90 degrés, et le plan tangent le long de l'arête est perpendiculaire an 
plan qui touche la surface au point central (plan central), Cest eo 
effet ce fjni ?rn\p pour li' cvlindroïtlc : le plan tangent le long d'une 
aréle de cette biirlace cal parallèle au plan directeur, et ou sait que 
tous les plans centraux sont perpeudiculatres à ce dernier pkui. 

Dans le conolde oblique, le point central d une arête est encore à 
rinfiui, et par suite les abscisses des points à distance finie sont io- 
finies. Mais Tangle du plan tangent le loii<; de l'arête avec le |)!an 
central n'est pas de 90 d^;rés, et alors la formule exige que le para- 
mètre soit infini. 

Enfin, pour un cimolde droit, le point central est à distance finie, 
et les divers points de la génératrice ont des afaaciates finies; comme 

d'ailleurs le paramètre est iufuii, $ est constamment nul, et le plan 
central est tangent le long de l'arête. L'angle Q devient indéterminé 
pour une valeur infinie de l'abscisse, ce qui devait être, puisque 1 évo- 
lution se ftit à une distance infime du point central. 

Les diflërenoes <{ue j'ai reconnues pour Isa arêtes sont donc la con- 
séquence de ta loi de variation du pbo tangaoi découverte par 
M. Cliasies. 

Kou-seulement le pamniêtre d'une aréle peut avoir une grandeur 
finie, mais d devient quelqueiuis nu). Cela arrive sur les surfaces dé* 
vdoppables quand Tai^te de rebronssement a une asymptote : cette 
droite est parallèle à la génératrice qui lui est infiniment voisine, et son 
paramètre est nul comme celui de toutes les généralrices de la surface. 

La formule qui donne la valeiu* de k n'apprend rien, pour une 
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arête, quand le point centrai est à Tiofini, parce que l'on ne peut 
plu* (lire qael est, à ce point. Tordre de gmndeur de la distance des 
deas génératrices consécutîTes par rapport à leur angle. 

Si l'on considère une arête sur le cylindroïde et sur le conoïde 
oblique, en donnant à B tme prandcur finie quelconque, on trotive, 
par réquaiion, que l'abscisse correspondante x a une valeur tinte 
pour la première surface et infinie pour la seconde. Ainsi, bien 
que révolution se fasse à l'infini pour les arêtes des deux surfaces, 
il y a dans la disposition des plans tangents aux points qui sont voi- 
sins de ces droites, une différence que l'on peut rendre manifeste en 
tr;ir;mt des courbes par les points des géii< ralriccs où l obliquilé 
dii plan tangent sur le plan central a des valeurs détenainées. Ces 
1^69 inleroepient sur les génératrices des segments proportionnels; 
elles sont asymptotes des aréteSf oonconrent aux sommets, et sont tan* 
gentcs en ces points à la génératrice. Qunnd le point central d'une 
arête est à l'infini et que son paramétre est infini, cojnme cela a lien 
sur le conoïde oblique, les courbes dont nous venons de parler s'é- 
carteut de plus en plus lorsque la génératrice approche d'une arête, 
et cette augmentation des segmente interceptés sur la génératrice 
n*â d'aatre limiie que l'infini. Sur le cylindroïde, an contraire, les dis- 
tances des courbes mesurées sur les génératrices conservent des gran- 
deurs finies. 

Puisque je vous parle des génératrices singulières des snr&ces gau- 
ches, je vais ptsser à un article qui complète leur étude, et que j'ai 
d& insérer dans le Livre relatif à la courbure des surfoces. 

I/5r?qu'nne surface gauche est éclairée par un point lumineux sitné 
dans le plan tangent te long d'une génératrice singulière, cette droite 
fait partie de la ligne d'ombre : c'est la branche qui passe au sommet; 
une antre branche rencontre toutes les génératrices et traverse néces- 
sairement celle suivant laquelle le plan touche la surface. Or on trouve 
que quelle que soit la position du point lumineux dans le plan tan- 
gent, la ligne d'ombre [)assfe par un même point de cette droite. Le 
plan tangent est osculateur à la surface en ce point, et son intersec- 
tion uTec elle y rencontre la génératrice. Lorsque le point himioeux 
est sur la génératrice dfe-méme, cette drdte fiiit deux fois partie de la 



4o8 lOORNAIi DE MÂTUÊMATIQUES 

ligne d^ombrei son point d'inrerteciîon avec la courbe d'ombre pro- 

|>i-cmênt dite et le sonimot f point central) sont conjugues harmoniques 
du poinf lumineux et de celui où le plnn est nsciilatetir de la siirrace. 

Ces théorcMneti lèvent quelque dittjcultè> assez sérieuses que pré- 
iientait le tracé des lignes d'ombre «ir les «irfoces juches. Oo ob- 
tient le point d'oaeularioD du plan tangent par des constructions qui 
ne présentent pas de difficultés /quand la surface a un plan directeur, 
re point est à l'inBni. 

La ilt leiniination du lieu tles centre» de courbure iles sections 
principales aux différents puinls d'une générutrice d'une suiiace 
gauche est uu probième assez compliqué. 11 se simplifie beaucoup 
pour une gémratrioe singulière, parce que les centres de courbure de 
l'une des séries s'éloignent à Finfini, et que ceux des sections par des 
plans perpeiuliculaires à la g<^!iératnce sont ilans tin tiiènie plan : leur 
lieu est une hyperbole dont une asymptote est perpeniliculaire à la 
génératrice et rencontre cette droite au point d'osculation du plan 
tangent. Quand la surface a un plan directeur, le lieu des centres de 
courbure devient une parabole; lorsqu'elle est dcveloppable, la courbe 
se rôdait à deux di<>iit\s : on trouve alors une inflniic de centres de 
cout'biMc pf)in' la section qin a un rebroussciDcnt , ce tpii tit iil à 
cjue tout cercle passant par un point de rebroussement et tangent a l:i 
taug^ite de rebroussenmit doit être consûtéré «mime ayant en com* 
mun avec la courbe trois points iufiniment rapprochés. 

Quand la génératrice singulière est une ari ie, l'hyperbole devient 
équilatère; elle a cette arête pour asymptote, cl son centre est au 
point d'osculation du point tangent. Il suit de la que de part et 
d'autre de ce point, les rayons principaux de c0urt>ure ont des gran- 
deurs absolues égales. Dans le cas où l'arèle a un paramètre fini, les 
centres de courbure sont sur une droite parallèle à une génératrice, 
d'où l'on voit que lorsqu'une surface gauche possède une arête ayant 
nu paramètre lini, elle est oscuiée par des cylindres le luilg de cette 
droite. J.a réciprocjue de cette proposiùon est \raie. 

Les atétes singulières ont diverses autres pi opnéiés : aiusi, quand 
une siirfiice gauche possède un sommet à distance finie, elle .«si 
toucliée par sa développable asymptote tout le long de la génératrice 
qui (Misse à ce point. Mais c'est assez vous eiitreieuir de ce sujet; je 
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vais passer à des questions d'uoe nature différente sur les surfaces 
gauches. 

I*ai étudié d*mie manière miniiUeiue deux surfaces gauches à plan 
directeur : le cylindroïde elliptique et le conoîde oblique circonscrit 

à une conique. Ces surfaces sont du quatrième ordre. 

conoîde a une génératrice isolée : elle est située dans le phn de 
la conique directrice, passe par le point où la directrice rectiligne ren- 
contre ce plan, et est parallèle au plan directeur. En considérant ses 
rencontres innaginaires avec la conique, on reconnaît qii*elle satisfait k 
toutes los conditions impost'es aux génératrices. Les ^\nm pnssnnt p.ir 
cette droite coupent la surface suivant des coniques. I^e t^liiidroîde a 
aussi une génératrice isolée qui est Tintersectlou des pians des direc- 
trices, et, par suite, il admet une génération par des coniques. Ces 
génératrices devieaneotf dans certaines dispositions des donné«S| des 
intersections de nappes réelles de Ja SUT&ce; elles peuvent aussi former 
des arêtes de rebroussemenl. 

Le cylindroïde a une ligne double de contact à l'infini, de sorte que 
son intersection avec un plan parallèle à une génératrice possède deux 
branches infinies ( quatre bras) ajant une même asymptote. 

Comme exemple pour les surfaces qui n'ont pas de plan directeur, 
j'ai clioisi, uniquement à cause de ses propritHi-s iiili'rcssanles, la sur- 
face d'iutrados de la petite voûte connue en stéréotoiuic sous le nom 
^ bùUi pagsi gauche. Ses génératrices sou t parallâeadeuxà deux, et 
comme d^aillenrs elle est du quatrième ordre» on voit que son c6ne 
directeur est du second. Elle a deux sommets et, dans une certaine 
disposition tirs directrices, deux arctes. Les sommets limitent un seg» 
ment utile et double de ia directrice rectiligne. coutour apparent 
de cette surface, sur le plan horizontal, se compose des génératrices 
qui passent aux sommets et d'une hyperbole qui a poiu* asymptotes la 
projection des arêtes et la projection des génératrices horizontales. 
Quand les ar»"'tps sont imaginaires, la branche corres[ioi>f1;iT)te de l'hy- 
perbule est parasite. La projection de ce même contour apparent sur 
un plan perpendiculaire à ia directrice rectiligne est formée des géué- 
nitrices dont je viens de vous parler et d*ane conique qui n'a jamais 

T«iMlX'3*>lri«).->DtagnkiSS1. Sa 
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de partie parasite. Les sections de la surface par des pians perpendicu- 
laires à )a directrice rectiUgne aoni les eondMÏides à trob diredriceB 
drculaires. Enfin les généralrioes appartiennent dem à deux à des 
plana verticaas; dans diacun de ces plans la section de la surHicc est 
complétée par une coniqTic ; la Burfiioe adoaet ainsi un syslèine de gé* 
uération par des coniques. 

Je ne vous ai pas parlé des surfaces giiuches du second ordre; c'est 
qu'en r&ilifé mon ottvrage ne contient rien de noQveau sur elles* si ce 
n'est peut-être dans le tour de quelques démonstrations. Je vous indi- 
querai cependant une expression très-simple i!u païainèire de distri- 
bution des génératrices de l'hyperboloïde scalèiie, un dessin de la ligne 
de striction de cette surfiice et diverses considérations sur ies hyper* 
boloîdes de Fsceordement. 

Je reviendrai plus loin sur les sorfiwes gauches, en vous parlant des 
surCioes lieux de normales et des liâicoïdes. 

m. 

La théorie de la courbure des surfaces avec ses applications anz arts 
graphiques forme Tobjet du Livre VIIL Deux considérations trè** 

simples me permettent d'oht iiir facilement les prinripr^nx ihéorèmes : 
la première consiste en ce que si l'on considère deux [)lans rectangu- 
laires, parallèles à une droite uorinale à une surface et inlinimeut voi- 
sins de cette ligne, leufs intersections avec la surface se rencon- 
trent nécessairement} la seconde, c'est que les rayons de courbure 
des sections faites par des plans parallèles et infiniment voisins ne 
diffèrent que d'une quantité infiniment petite. A l'aide d(; ces deux re- 
marques, j'établis d'abord le théorème de M. Bertrand sur l'égalité 
des grandeurs absolues des angles formés par deux plans rectango» 
laires et normaux en un point considéré,avec les normales de la surface 
en des points situés à des distances infiniment petites égales de celui- 
là sur les sections faites par ces plans. De cette proposition je déduis 
l'existence de deux directions, au moins, dans lesquelles les angles que 
je viens de définir sont nuls, ha mêmes considérations appliquée» aux 
sections normales fidles dans ces directionst et dans une troisième 
quelconque, me donnent te diéorème d'Euler et Pexprcssioa trouvée 



Digitized by Google 



PURES ET APPLIQUEES. 4n 

pw M. Bertrand pour Fragle d'une normale en un point infiniment 
voisin d'un point considéré, avec le plan nonnal correspondant. 

Comme cet angle revient à chaque instant dans Ips considérations 
que je développe, q'i'i! m'rfait itnpossiMo He reproduire constaïu- 
uieiit sa définitiou, j ai dù lui duiuicr uu nom. Je l'appelle tléi>iaiion, 
et je nomme paramètre de déviation la dintance du point considéré an 
point infiniment voisin divisée par la déviation oomepondante. 
M. Tninson a employé avec un sens didérent ce même mot de dê- 
viaiioUj mais dans des questions qui concernent la courbure des lignes. 
Vous-niéme vous êtes servi de l'expression de dévialion relative dans la 
théorie dee courbures conqparées dedenx lignes tangentes tracées snr 
nne même surface. Je pense qu'il ne peut y avoir aucune ocmfasioD. 
M. Bour rt M. Picart ont déjà considéré le paramètre de déviation; 
ils l'appellent torsion géode'sîquej mais il m'était impossible d'adopter 
lui nom qui suppose des couiiaissance» que je ne doune pas dans mon 
ouvrage. 

J'indiqtte diflérentes constructions ponr les paramétres de déviation, 
et je montre qu'une certaine hyperbole équilatère joue pour ces 
longueurs un ràle analogue à celui de à'indicatrioe pom* les rayons 
de courbure. 

M. Catalan a démontré qim le rapport des rayons de courbure 
deux points correspondants d'une ligne tracée sur une surface déve» 

loppable et de sa transformée par développement CSt égal au cosinus 
de r.'uigle que forme le pl m osrulaU.'ur de la lijxtie avec le plan langeul 
de la surface. Dans le Livre rflalii aux surfaces développables, je 
donne, à l'aide d'une formule de la Trigonométrie sphérique, une dé- 
monstration directe de cette proposition; mais, après avoir établi le 
théorème de Mensnier, je montre qu'elle en est une conséquence. 

Lorsqu'on développe une d*''velop|)al)le, les points d'une courbe 
tracée sur cette surlace dt-crivent des trajectoire»; qni sont toujours 
normales au plan de développement, et qui loruicui une surface dont 
la section par un plan tangent à ta développable est une transformée 
de la courbe primitive. Cette courbe ét sa transformée appartiennent 
donc à une même surface, et la seconde de ces lignes est nne section 
normale qui touche la première an point où elle rencontre la géné> 

5a.. 
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ntonce de contant dit i»laii tangent avec la dévdoppable. On voit que 
le théorème de Meusnier est immédiatenoent applicable. 

On ne possédait pas formule pour déterminer les rayons de cour- 
bure de la section d'une surface par son plan tangent. J'en donne une 
dans laqudle le rayon d'une branche est exprimé en fonction des 
rayons de courbure principaux de la surface, et des coordonnées, par 

rapport au [)];iti tangent, dn pohit infiniment voisin de celui que l'on 
considère. cI his Ja section normale passant pnr i'asymplole de l'indi- 
catrice qui luuche la branche. J'ai obtenu celte forum le par de s^impies 
considérations géométriques et par l'analyse; j'en ai fait ensuite l'ap- 
plicalion au tore : le résultat est d'une grande simpUcîté. 

Les surfaces gauchoslirnx de normales ont de l'importîmcr en sIi'mto- 
tomic; j'en présente une théorie géométrique due principalement à 
mon collègue M. Mnnnheim, mais que j'ai développée sur plusieurs 
points, ainsi que je l'indique dans une note. 

Concevons que Ton élève à nne génératrice d'une snrfaee gauche et 
par son point central One perpendiculaire égale au paramètre de dis- 
tribution, que p;ir son extrémité on mène deux droites rectangu- 
laires qui rcucoulreut la génératrice, et qu'on prenne pour origine 
le poiut où la première coupe cette ligne : le théorème déjà rap- 
pdé de M. Chasles montre que la seconde droite sera telle, que l'aiigle 
formé par les rayons vecteurs de deux quelconques de ses points aura 
la même grandeur que l'angle compris entre les plans tangents aux 
points de la génératrice qui sont leurs projec tions. 

Cette seconde droite, que j'appelle droite auxiliaire^ avec M. Mann* 
hcim, donne ainsi une représentation géométrique de la lot de va- 
nation des plans tangents anx différents points de la génératrice. 

On trouve encore que l'ordonnée à l'origine de la droite auxiliaire 
est moyenne proportionnelle outre les <;raudeurs absolues des rayons 
de courbure principaux do la suriace à ce point. 

Au moyen de la droite auxiliaire, jon peut résoudre par des con- 
structions d'une grande simplicité les principaux problèmes qui coo- 
cernent une surface gauche, quand les plans tangents en trois points 
de chaque génératrice sont connus. Or, pour une surface lieu de nor- 
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Bkaies, on « imnédialeineiit le plan tangent au point oà la génératrice 
considérée perce la snrface directrice, et il est facile de reoonn^lre 

i laide d'un théorème de M. Sturm que le plan d'une section prin* 
cipale de celte surface est tangent à la surface des normales au centre 
de courbure de l'autre section principale; la méthode que je viens 
d'Indiquer peut donc être employée pour Tétude d'une surface gauche 
lieu de nonnales. Elle lait trouver tràs-fiMiiement .pluBieurft tbéorftniea 
connus, notamment ceux que M. JoAChinsthal a donnés dans votre 
journal, et plusieurs profraeiticos ooavdlei qu'il serait trop long de 
développer ici. 

Cette théorie n'a |)as seulement de l'importance pour les surfaces 
lieux de ncmnales, elle oondnit encore à des eoutroetions très^mplcs 
pour déterminer en tto point d'une snrfsce le rayon de courbure d'une 

section normale, le paramètre de déviation et la direction conjuguée 
qui correspondent à Tin azimut donné, lorsqu'on ooonait les plans et 
les rayons des sections principales. 

Les principales applications que je présente de la théorie de la conr- 
bure des suHaces sont rdalivcsà la détermination des rayons de cour- 
bure et des plans osculateurs d'une courbe df)nnre par ses projections, 
à la construction des sommets des surfaces d'égale pente, au tracé des 
tangentes k la courbe d'intersection de deux surfaces qui se touchent, 
enfin àla détermination des tangentesetdcs points singuliers d'une ligne 
d'ombre. Je m'arrêterai ^tdques instants à cette dernière questioti. 

Les surlaces, tdles qu'on les coneidère dans les problèmes d'ombre, 

recouvrent des corps oy^aques, et îa COnrîjc de contact d'un cône rir- 
conscrit ue forme ligne d'ombre propre, lorsqu'un {>otnt lumineux est 
au sommet, que lorsque les génératrices rectilignes sont extérieures. 
Si, près du point de tangence, les génératrices sont dans rintérienr du 
corps, la courbe de contact n'a aucune importance. 

D'après cela, je divise les points d'une courbe d'ombre en réels et 
virtuels. Les derniers sont situés sur des tangentes géométriques qui 
n'existent pas comme rayons do lumière. Si le corps opaque se trouvait 
de l'antre c6té de la sniiBce, les points réds se trouveraient -virtuels et 
léciproquement. Ainsi, par exemple, les points réels de la ligne d'ombre 
propre d'une vis deviennent virtuels quand on considère Técrou. 
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Lm poibis réak et Im points virtuds forment qnelquefoie dee eourbci 

distinctes, mais le plussouvf^iu on trouve une seule courbe composée 
d'arcs réels et d'iircs virtuels : il est alors fort importaut de clrtcrminer 
les points limites. En ces points, la générairioe du cône circonscrit 
passe de l'intérieur à l'extérieur du corps; elle a dune uu contact du 
tecond ordre avec la sufface, et, par suite» die est une des deux asymp- 
totes de rindicatrice. Il résulte de Ik, en vertu du. théorème des tan- 
gentes conjuguées, qu'aux points limites le rayon de lumière toudie 
la ligne d'ombre. 

Puis<]u'en un point limite la génératrice a un contact du second 
ordre avec la surface, il Uni qu'un point de la courbe d'inlcrsecdon, 
c'cst'à-dire un point de la ligne d'ombre portée par la suvEioe sur elle- 
mésABy soit venu se confondre avec le point de la courbe d'ombre 
pro|>r»> situé sur la tnêtne génératrice. Une élude attentive de la ques- 
tion montre que la courbe d'ombre portée est composée d'arcs réels 
et d'arcs virtueb comme la courbe d'ombre propre; que ces deux 
lignes ont les mêmes points limites, les mêmes tangentes en ces points, 
et qu'ainsi les ann réels de la courbe d'ombre portée continuent les 
arcs réels de la courbe d'ombre propre en se raccordant avec eux. 
Il snii dp 1,'j que les points limites ne présentent rien de remarquable 
sur les corps éclairés, mais ces diverses circonstances n'en sout pas 
qioîasinléressanlcssous le rapport géométrique, et il est nécessaire de 
les connaître pour tracer avec exactitude les ombres sur les snrfiMei à 
GOniburcs opposées. 

Cette théorie n'est pas entièrement nouvelle; on en trouve des parties 
dans les ouvraïres de AIM. Hachette et T^-tov, mais je crois que vous 
reconnaîtrez que j ai levé les obscurités assez grandes dout elle était 
encore entounEe. 

Je ne m'arrêterai pas à vous développer les constructions que j'ai 
données pour la détermination des points limites des courbes d'ombre, 
et je termine sur ce sujet en vous citant detu propositions que je crois 
nouvelles. 

Quand sur une ewlaoe la. couriM d'ombre propre et la courbe 
d'oonbie portée par une autre surface quelconque se rencontrent* ces 
lignes sont tangentes deux diamètres conjugués de Tindicatrîce du 
p<Mnt commun. — Ce théorème permet de constnnre mécaniquement 
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la direction conjuguée d'une tangente, en un point donné de la snrface 
d'uu corps; il appartient en partie à M. Maunheim, car je l'ai obtenu 
eo ooibpIétMit une remarque qu'il m'avait Gomnuiniqiiée. 

Qaand uno snr&ce est oaculée par un plan en un point, in die mt 
éclairée par un poitit lumineux situé dans ce plan, deux branches de 
la courbe d'ombre passent par le point d'osculatton, et sont tangentes 
aux deux droites qui forment le diamètre de l'indicatrice du troisième 
ordre par rapport à la direction du rayon de lumière. —Go théorème 
ne conduit pae, en général, à des oonstructioiii &ciles, mais il explique 
la manière dont la courbe d'ombre est disposée dans un cas intrres* 
sant. On peut rh déduire un résultat que je vous ai sij^nalé pins liant 
sur le point où la couibe d'ombre d'une surface gauche coupe une 
génératrice singulière, lorsque le point lumineux est dans le plan tan- 
gent le long de cette droite. 

A l'aide dn théorème de M. Bertrand, j'établis immédiatement l'exis- 
tence dos lignes de courbure. J'expose, d'après M. Dupin, la iliéorie 
de ces lignes sur les surfaces du second ordre, et j'en lais l'application 
à un ellipsoïde scalèue en reproduisant les épures de Mongc. Je montre 
ensuite que chactine de ces figures donne là projection des ligne» de 
cotirbare d'une série indéfinie de sur&oes du second ordré, si Ton 
cousidère le système complet des coniques qui y sont représentées. 

Je dis pou de chose sur les lignes asymptotiques. J'établis que sur 
une surface gauche toutes ces liguer (autres que les génératrices) pas- 
sent à ciiaque sommet et j sont, en générât, tangentes à la génératrice. 
Je considère ensuite les eur&ces de révolution, et je trouve que quand 
la séparation des parties convexes et à courbures opposées est faite par 
un parallèle le long duquel la surface a un plan tangent unique, les 
asymptotiques sont asymptotes de ce cercle; et que quand un parallèle 
d'iufiexion iaU la séparation, chacun de ses points est un point de 

r^roussement pour une asymptotique. 
Je termine le huitième Livre en cmuidénuit les lignes traoéee snr une 

surface et tangentes aux sections normales snrosculées par des cercles. 
Par chaque point d'une surface il pas^f^ trois sections de ce genre, et, 
par suite, les lignes en question présentent trois séries dont une, au 
moins, est toujours réelle. J'établis l'équation différentielle de ces 
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Ugties, et j'en ùm rapplic»lion ai» nirfaoet du second ordre. Je trouve 
d'abord les g^iératrioes reetilignes^puis des courbes qui, lorsqa*oo les 

considère sur l'ellipsoïde central d'un corps, sont les polhodiet de 
M. Poinsot, rV<?r-:i-drre les lignes de contact de l'ellipsoïde avec une 
dM'eloppable circonscrite à celte surface et à une spliére coucentriqno. 
J'adopte le nom de polhodie en l'étendaut aux courbes de même déil* 
nilion sur toutes les surfaces du second ordre. 

J*ai d^à publié ces résultats, au moins en partie, dans votre jour- 
nal. M. Mannheim en a trouvé une dénioostration géométrique qui 
m'a permis de reléguer mou analyse dans une note. 

lY. 

Le Livre IX est consacré aux bélicoides. 

Dans les problèmes graphiques qui concernent ces surfaces, on voit 
constamment paraître une longtiettr égale au pas des hélices divisé 
par le double du rapport de la circonférence au diamètre : c'est le 
rapport constant qui existe eoire rord<Minée reetiligne d'uu point 
d*nne bâioe et l'angle qui mesure son abscisse curviligne dans la sec- 
tion droite du cylindre sur lequd on peut concevo'u- cette oourbe 
tracée. Je suppose que lorsque l'on opère sur tin hcitcoîde, on con- 
siniit tout d'abord ce paramètre, et, a6a de simplifier le laogage| je 
lui ai donné un nom, celui de pas réduit. 

Après «voir défini les bélicoides réglés, j'ai déterminé le paramètre 
de leurs génératrices, et j'ai diercbé k présenter sur les signes des 
quantités qtii entrent dans son expression, et sur la disposition des 
constructions graphiques par lesquelles on peut l'obtenir, des conven- 
tions qui fassent toujours connaître son signe, c est-à-dire le sens dans 
lequel le plan tangent tourne quand le point de contact s'éloigne du 
point central. 

Je ne m'arrête pas aux développements contenus dans le diapitre 
de la théorie générale, et je passe aux bélicoides individuels. 

Pour rhéiicoïde déveioppable, je me borne à vous dire qu'à 1 oc- 
casion de cette surface je suis revenu sur des considératiDD& que j'avais 
d^à présentées dans le sixième Livre au sujet des iiifleiîoiis des courbes 
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trausforméeB par dévdoppeaient, et dti cas où le nsbronaceinent de 

proniicr ordre qu'iitjf courbe Iraci'c sur la surface possède an passage 
d'une nap|M> à l'autre i>€ change, dans ie développement, eu un re- 
broits^iiitfiit de second ordre. 

Dans le chapitre relatif k la sarface de la vis à filets triangulaires, 

je vous indiquerai des trac«;s simples pour la clétcrtniiiatioii du [»laii 
tangent en un point, et la recherche du point où uo plan contenant 
une génératrice touche ]a suriuce. 

M. PoncpJet a donné une oonstroclion très-élégante de la pro- 
jection horizontale de la ligne d'ombre, dans le cm de rayons parai- 
ièles* Je fais connaître pour ce problème plusieurs autres construc- 
tions faciles : une d'elles permet de déterminer les points de la ligne 
d'ombre qui sont sur une hélice donnée; une autre, moins commode 
que celle de M. Poncelet pour la discuâsiun de lu courbe, me parait 

préférable dans la {uratique pour la tracer d'une manière [>rouipte et 
exacte. 

De la construction même de la projection liorizont^e de la courbe 
d ombre, on déduit sans diflitulté la tangente de cette courbe en un 
certain point C£ui, considéré sur rbcbcoïde, n'a aucune position parti» 
cnlière. Comme d'ailleurs on connaît la direction du rayon de lumièrei 
et la génératrice qni est une des deux asymptotes de l'indicatrice, on 
peut obtenir par le théorème des tangentes conjuguées la deuxième 
asymptote. J'arrive ainsi, par des raisonnements très-simples, à la so- 
lution fjénérale des problénirs qtri exigent la connaissance île 1 indi- 
catrice, tels que la détermination des poiuls Imiiles des parties utdes 
des ligîies d*ombre et celle des tangentes de ces courbes, même dans 
le cas où les rayons sont divergents. 

Je donne une démonstration géométrique de la propriété que pos- 
sède la surface de la vis à fdets carres d'être la seule surface gauche 
dans laquelle les rayons de courbure aient en un point des grandeurs 
absolues égales. 

I^es deux propositions suivantes sont nouvelles: 

Sur la surface Je la vis à fdets carrés, les lignes tangentes aux sec- 
tions normales surosculées par des cercles se coupent sous des angles 

T«m« IX (9* — IMouiMB i8fi4. 53 
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'le 60 degrés. — Il est iiititile de rappeler que les génératrices Kmt le» 
lignes de l'une des trois séties. 

La projection, sur un plan perpendiculaire à i'axe, du lieu des 
ceolres de conrbure principaux d'une surface de vb à filets carrés, 
aux divers points d'une génératrice» est une liyperiiole éqnilatère dont 
l'axe trsDSversea une longueur double du pas réduit de la surface. 

Il existe pour toutes les surfaces h plan directeur un théorème ana- 
logue il ce dernier ; projection du lieu des cenlrcs de courbure 
pi'iucipaux d'un couuide général aux différcuts points d'une généra- 
trice, sur un plan parallèle an plan directeur, est one hyper1>ole. 

Parmi les constructions que je donne pour les hélicoîdcs réglés, 
quelques-unes sont assez simples : d'abord celle de la courbe d'ombre 
dans le cas de rayons parallèles, ensuite et surtout lu détermination 
des asymptotes de l'indicatrice en un point quelconque. Je montre 
que Ton obtient tadleosent ces droites en construisant les asymptotes 
de l'indicatrice de la surface de révolution qui aui ait 1c oiéme axe et la 
raème inéridicr^e, et en leur faisant éprouver un déplacement d'après 
le pas réduit de la surface et l'inclinaison des tangentes à la méridienne. 
Ou étend sans diflîcuité cette construction au cas ou les asymptotes de 
Tindicatriee sont réelles sur l'hélicoide, mais ima^naites sur la surfiice 
de révolution. La solution est plus compliquée quand il faut avoir les 
indicatrices elliptiques de ta pttiîe convexe de rbéticolde. 

Dans l'étude de ces rpiestions, j'obtiens le théorème suivant : Si 
l'on considère la série des hélicoides que peut décrire une courbe 
plane en tournant autour d'une droite située dans soii plan, lorsqu'on 
fût varier le pas des hélices, les asymptotes de indicatrices de ces di* 
verses surfaces, en lui point donné de la méridienne commime, forment 
un cône dii second ordre dont un des plans tanp;euts est parallèle â 
l'axe et ])erpendictdairc au plan qui contient la méridienne. 

Lepure d'un serpentin me donne une occasion de revenir sur les 
points limites des parties réelles des courbes de contour apparent. 
Cette question est identique à celle des points limites des courbes 
d'ombre. 
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V. 

Baps le I^ivre X, je m occupe des buriaces topographiques. 
On emploie génénJ^menl pour Ja oomtnMtion da plw tanfeut à 
ces Burfaoes une méthode due à Meusnier, dans laquelle on rtoaène 

le problème à une question de maximnnii comme cela a déjà été 
fait (IrMi-; «i'.iutres circonstances. Ainsi, pour déterminer »m plan qui 
touche une suriuce et cuiitieniie une droite, on trace des iangeiites 
aux ligues de niveau de la surlace par les points de la droite situés 
respectivement dans les mêmes plans borianDlaax, et ou cherclie 
quelle est celle des lignes ainsi obtenues qui fait un angle maximum 
ou minimum avrc une (\vo\\o tjuelconqtïe du pian. T.ps (livrrsrs fnn- 
gentes forment nn conoide circonscrit à l.i surface et qui est touché 
par le plan tangent le long d'une arête. La théorie des génératrices 
singulières des surfaces gauches se rattache donc directement » la 
méthode de Meusnier; elle donne à ses diverses applications une plus 
grande clarté. 

ÏAi lliforie «les parties virtuelles des courbes d'ouibre et de leurs 
points iiiiutes eitpliqne également tontes les j)arlicnlarilés que présente 
le problème du cône circonscrit à la surface du terrain. 

Je n'ai pas parlé des laites et des thalwegs, parce qu'il y a encore 
des obscurités sur la nature géométrique de ces lignes ; j'ai seulement 
monti-é comme un fnir, par l'étude de quelques surfaces, que les 
lignes de plu» grande pente sont réparties par g;roiipes, et que celles 
d'entre elles qui forment transition ont, pour les pentes, des propriétés 
spéciales. Les projecttoos des fiittes sur un plan horixontal sont ainsi 
des lignes de tranntion dans une série de courbes représentées par une 
niéme t'qualion avec un paramètre variable. Il semble d'après cela 
que la qui-stion des faîtes et des thalwegs se rattache à nue théorie 
connue; toutefois elle présente encore des dilBcuUés sérieuses, au 
moins pour l'interprélatiou géométrique. 

Uonvrage est terminé par nn chapitre dans lequel j'explique l'usage 
des surfaces topogra pi tiques pour remplacer les courbes à double 
entrée et l'anamorphose des tableaux graphiques. J'aurais désiré pré- 
senter quelques exemples sur des problèmes d'application, mais il 

53.. 
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m'aurait fallu entrer dans des détails techniques sur les diUKrentes 
questions. 

Je vous laisserais peut-être uue tauttse opinion sur mou travail, »i je 
ne vaus disais pas en lenninant que le genre de mérite que j'ai le plus 
recherché est une grande ecaetitude dans le trait. J'ai désiré que tout 
lecteur coiinaisaant les arts graphiques, et principalement la stéréato< 
mie, pût dire « chaque construction : C'est bien ainsi qu'on doit 
opéirer 

Je vous prie, Monsieur et cher ancien Trofiameur, de me pardonner 
la longueur de cette lettre, et d*agréer l'expression de mon respect et 
de mon entier dévouement. ■ 

Parie. 17 novembre tSSj. 
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SUR LA FORME 

ar' -4- 2 -+- a' + 1' -t- tt') -h 4 1»* ; 
Paa m. J. UOUVlUiE. 



1. Aprè» ce que nous avons donné (dans le cahier d'août) au sujet 
des deuï formes à six Tariablea 

jc* -t- 7* -I- «" 4- -I- 2 («* •+■ p") 

et 

c'est chose bien fiicile que de Irouver une expression simple du 
nombre des représentations d*un entier donné n par la forme non • 
velle 

» X» -+- 2(7* + z'4- <*-ha')-4- 41»% 

c'est-à-dire du nombre 

N [n s -K H- s' -f- -h n'} + 4p*] 

des solutions de réquation 

« S! «■ + a 4- s' -H H- «') -4- 4f'', 

dans laquelle ^, jTf 2, <, v sont des entiers indilEiremment pairs ou 
impairs, positi6> nuls ou négatifr. 
U est évident, en effet, que quand n est impair la vdeur demandée 

de 

N [n = x' -h 2 (7' -f- 2» H- H- a*) H- 4</»] 
est précisément la moitié de celle de 

V[h as «» ^jr* 4- 3 (s* H- I* + «*-«- M»)], 

et que quand n est au contraire un noinbre pair 3g elle est t>gale k 
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celle de 

N = +^ H- 3' -j- »• + 2 (a* -I- 1^)]. 
2. Pour déduire de là dee fonnulet oxplicitet, nom poicrom 

n as 3*111, 

m désignant un entier imptir, et nous distinguerons trois ceSf savoir : 

le CSR de 0 ~ o, celui de a = i , celui de a > i . 

Pour a = Ot c*est>à*dire quand il s'agit d'un entier impair m, la 
lorniule est 

N [01 = + a C;'" -H «■ + «' -4- «■) H- 4«^] = aj9,(m), 
fit {m) désignant (comme à l'endroit cité plus haut) la somme 

relative aux diviseurs conjugués f/, & de l'entier m = dà. 
Pour I, c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier impaireuient 

pair iffif on a 

lï [am as jc»+ 3 (j" + + 1* + «*) -h 4i»*J =! 8p,(ni). 

Enlin pour a>i, c'est-à-dire «piand l'entier a'ni e»t pairenienl 
pair, on obtient 

N I a« m = + a(/» -|-z»+<»+tt»)-|-4<i«] «4 [3' - (- 1 )~] /»,(«). 
Je ne pense pas qu'il soit nécessaire d'ajotiter des exemples. 

.">. Nous venons de déterminer pour toutes les valeurs possibles de a 
et de m le nombre total 

* M [a*m = Jc* -4- 3 * «h s' -I- <* *+• «•) -I- 4 »^ ] 

des solutions propres ou impropres de l'cqualion 

3*« sa jr« + a + -h I* 4- «•) -1-4*^. 
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Mai» on ptut aussi désirer d'avoir sépaHînionl le nombre 

M [a^H = X- a -»- 4- a') 4- 41*' ] 

de* sointions propres, c'est-à-dire des solution» qui subsistent quand 
on c\\m^ que \m indélermioées X, jr% s* <i «i 1^ n'aient aucun facteur 

couiimin > I . 

Il faut alors substituer h ia fonclion 

^«("») 

la foiictioH 

que nous définissons, au moyen de la valeur de m mise sotis la furme 
<rini produit de puissances de nombres premiers distîocis» en disant 

que si 

on anra 

R, (m) = n [a*' + (- ir^a-'-']. 

Ou ilistIngiioi-:i d':iilleiirs cinq cas suivant que l'exposant 0C Sera égal 
à o, ou égal H I , ou t-j^al à 2, ou égal h 3. ou tinfu) > 3. 

Pour a = o, c'est-à-dire quand il s a^ut d uu entier impair in, la for- 
mule est 

M [m = j?' H- a (7» -h -H -h a*) -h = a R» {m). 

Pour a = I , c'est-Â-dire quand il «'agit d'un entier impairement 
pair a m, j'obtiens 

M [»i ss x" -I- a (/« + *• -I- <• ^- ««) + 4«'' j == 8R, («1). 

Ces deux équations ne différent de celles qui fournissent pour m ou 
pour ant le nombre total des représnilations propres 00 impropres 
par la forme indiquée qu'en ce que 

B,{in) 
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y renUplace 

IJ n'en est pas de luéiue potir celies qui vont suivre. 
Je trouve, en effet, pour le cas de a = a, la formule que voici : 

Mj4 w< = a-'+ 2{j''-i-z--f-f--Mi')-f-4»''J = a[i5— 2(— i) ' jn^^z/ij, 

où le coefficient de Bt(M) altéré. 
Même remarque ponr le cas de a = 3, où l'oo a 

M[8i«=Jc»-i-aO'»+»«4-/«-l-«»)-l-4M»l=4[3o-(- i~] R,(iii), 

el aussi pour le cas de 

a>3, 

la formule devenant alors 

M I i'm = JL- ^ uiy -hz'-i-t' -h u») -I- 4f»] = 1 5.2"- ' R.fiM). 



FIV DU TOUE «EWIkUE (a'sÉaiE). 



PASJS. - iNMINEaiB OB CAOlBIBa-mulS. SDCCESSBin OB KAUeT-lMCHKUea, 
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